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Abstract: Bergstra and Klop showed the acyclicity and termination of inverse reductions for the combinator
S. In this paper, we give a generalized theorem for several combinators that extends their results. First, we
show the termination of inverse reductions for these combinators by our theorem. Next, for combinators to
which our theorem does not apply, we show termination by the term rewriting systems framework. Finally,
we disprove the confluence of inverse reductions for several combinators by the same framework.
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Table 1 Rewrite rules and inverse reductions for combinators.

F5 | HEET | FEHIHER BEGELE @ ZHWHE 2z

1 S Szyz — z2(yz) Q(Q(z, z),Q(y, 2)) — Q(Q(Q(S,2),y), 2)

2 L Loy — z(yy) Q(z, Q(y,y)) — @(Q(L, z),y)

3 9] Ozy — y(zy) Q(y, Q(z,y)) — @(Q(0, ),y)

4 J Jzyzw — zy(zwz) Q(Q(z,y), @(Q(z,w), 2)) — Q(Q(Q(QJ, z),y), 2), w)

5 B Bzyz — z(yz) Q(z,Q(y, z)) - Q(Q(Q(B, z),y), 2)

6 H Hzyz — xyzy Q(Q(Q(z,y), 2),y) — Q(Q(Q(H, z),y), 2)

7 M Mz — zx Q(z,z) - Q(M, z)

8 w Way — zyy Q(Q(z,y),y) = QQ(W,z),y)

9 wi Wlzy — yzz Q@(Q(y,z),x) — @(@Q(W, z),y)

10 W W¥zyz — zyzz Q(Q(Q(x,y), 2),2z) » Q(Q(Q(W*,x),y), 2)

11 W* W**zyzw — zyzww Q(Q(Q(Q(z,y),2),w),w) = Q(Q(Q(QA(W**, x),y),2),w)

12 K Key — x z — Q(Q(K, z),y)

13 I lz — = z — Q(l,z)

14 B2 Bozyzw — z(yzw) Q(z,@(Q(y, z),w)) — Q(Q(Q(Q(B2, z),y), 2), w)

15 Bs Bszyzwv — z(yzwv) Q(z, @(Q(Q(y, 2),w),v)) = Q(Q(Q(Q(Q(B3,x),y), z),w), v)
16 D, Dizyzwv — zyz(wv) Q(Q(Q(z, y), ), @(w,v)) = @(Q(Q(Q(Q(D1,z),y), 2), w),v)
17 D, Dozyzw — z(y(zw)) Q(z,Q(y, Q(z,w))) = Q(Q(Q(Q(D2, x),y), 2), w)

18 D3 Dszyzwv — z(yz)(wv) Q(Q(z, Q(y, 2)), Q(w,v)) - Q(Q(Q(Q(Q(Ds, z),y), 2),w), v)
19 E Exy1y2yszi2223 — 2(y1y2y3) (212223) | @(Q(z, @(Q(y1,y2),y3)), @(Q(21, 22), 23)) —

@(@(@(@(@(Q(Q(E, z),41),y2),y3), 21), 22), 23)

20 Qo Qozyzw — zz(yw) Q(Q(z, z), A(y, w)) — Q(Q(Q(Q(Qo, z),y), 2), w)

21 Q2 Qezyz — y(zx) Q(y,Q(z,z)) = Q(Q(Q(Q2,x),y), )

22 Q4 Quzyz — 2(yx) Q(z,Q(y,z)) = Q(Q(QA(Q4, x),y), 2)

23 Qs Qszyzw — z(xyw) Q(z,Q(Q(z,y),w)) —» Q(Q(Q(Q(Qs5,x),y), ), w)

24 Qs Qszyzw — w(zyz) Q(w, @(Q(z,y),2)) + @(Q(Q(Q(Qs; 2), y), 2), w)

25 Ma Mazy — zy(zy) @(Q(z,y), @(z,y)) — @(@(Mz,z),y)

26 P Pzyz — z(zyz) Q(z,@(Q(z,y),2)) = Q(Q(Q(P,z),y), 2)

27 Py Pizyz — y(zz2) Q(y, @(Q(z, z), 2)) — Q(Q(Q(P1,z),y), 2)

28 Py Paayz — z(yyz) Q(z,@(Q(y,y),2)) — A(Q(Q(P2,),y), 2)

29 P3 Pszyz — y(wzy) Q(y, @(Q(z, 2),y)) — @(@(@(P3,z),y), 2)

30 So Soxyz — x2Yz Q@(Q(Q(z, 2),y),2) = Q(Q(Q(So, z),y), )

31 s/ S'zyzw — rywzw Q(Q(Q(Q(z,y), w), z),w) — Q(Q(Q(QA(S’, z),y), 2), w)

32 P Pryzw — z(yw)(zw) Q(Q(z, Q(y, w)), Q(z,w)) — Q(Q(Q(QA(P, z),y), 2), w)

33 ) Przyzwiwr — z(ywiwz)(zwiws) Q(Q(z, @(Q(y, w1),w2)), A(Q(z, w1),ws2)) —

a(e(a(@(@(®2,),y), 2), w1), w2)

34 S Sizyzw — zyw(zw) Q(Q(Q(z,y), w), Q(z,w)) = Q(Q(Q(Q(S1,z),y), 2), w)

35 So Sozyzw — zzw(yzw) Q(Q(Q(z, 2),w), @(Q(y, 2),w)) = Q(Q(Q(Q(S2, ), ¥), 2),w)
36 Ss3 Szzyzwv — xy(zv)(wo) Q@(Q(Q(z,y),Q(z,v)), Q(w,v)) —» Q(Q(Q(Q(Q(Ss, z),y), 2),w),v)
37 Ly Lizyz — z(yyz) Q(z,@(Q(y,y), z)) — Q(Q(Q(L1,x),y), 2)

38 r Pzy — zy(Tzy) Q(Q(z,y),@(@(T, z),y)) — @(@Q(I, z),y)

39 e1 e1ry — TYT Q(Q(z,y),z) — Q(Q(e1, z),y)

40 e €Ty — YTY Q(Q(y,x),y) — Q(Q(e2,x),y)

41 Sy Sazyzwy — z(zwv)(ywov) Q(Q(z, @(Q(z,w),v)), @(Q(y,w),v)) = Q(Q(Q(Q(Q(S4,x),y), 2),w),v)
42 G Cizay — z(yzy)(zyz) Q@(Q(z,@(Q(y,z),y)), @(Q(z, y), z)) - @(Q(Q(C1, 2), z), y)
43 Cs Cazay — z(zyz)(yzy) Q@(Q(z, @(Q(z,y),z)), @(Q(y, ), y)) = @(Q(Q(C2, 2), x), y)
44 Ds Dizyzw — zz(yw)(xz) Q(Q(Q(z, z), Q(y, w)), Az, 2)) — Q(Q(Q(Q(D1, ),y),2), w)
45 Do Darzyzw — zw(yz)(zw) Q(Q(Q(z, w), Q(y, 2)), A(z,w)) — Q(Q(Q(Q(D2, z),y), 2), w)
46 a1 o zzy — x(yy)(2z2y) Q(Q(z,Q(y,y)), @(@(A(z, 2),2),y)) = @(@(Q(a1, 2),z),y)
47 a2 azzwry — w(yy)(zzy) Q(Q(w, Q(y,y)), @(Q(z, z),y)) — @(Q(Q(Q(az, 2), w), z),y)
48 N Nzzy — z(Nzzy)(Nyzy) @(@(z, @(@(@(N,z),z),y)), @(@(Q(N, y),z),y)) = Q(Q(Q(N, 2), z),y)
49 s szy — z(szy)(syx) Q(Q(z, @(Q(s, z),y)), Q(Q(s,y),z)) = Q(Q(s, z),y)

50 M3 Mzzy — zy(zy)(zy) @(e(Q(z,y), @z, y)), A(z,y)) = @(@(Ms, ),y)

© 2026 Information Processing Society of Japan 3
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Table 2 Confluence and termination of inverse reductions for combinators.

#S | MEET | JHERNE | EIRE | SN L MERRGEE Y — v BVMERGEE Y — v
AProVE | TTT2 | Mu-term | CONF | CSI | ACP | Hakusan | G-CSI
1 S O [7 O [6], [7] X - - - X - - - -
2 L O [15] O [33] X [33] - - - X - - - -
3 (0] O [15] O X - - - X - - - -
4 J O [29] O X - - - X - - - -
5 B O [14] X X X X ? ? X ? X X
6 H X [15] X X - - - X - - - -
7 M X [15] X O _ _ _ ? O ? 2 0
8 w X [15] X X - - - X - - - -
9 wi X [15] X X - - - X - - - -
10 W+ X [15] X X - - - X - —~ - -
11 WH* X [15] X X - - - X - —~ - -
12 K O [15] X ? - - - ? ? ? ? ?
13 I O [15] X ? - - ? ? ? ? ?
14 Bs O [16] X X X ? ? X - - - -
15 Bs O [16] ? X ? ? ? X - - - -
16 D1 O [16] X X X X ? X - - - -
17 D O [16] ? X ? ? ? X - - - -
18 D3 O [16] ? X ? ? ? X - - - -
19 E O [16] ? X ? ? ? X - - - -
20 Qo QO [16] X X X X ? X — - -
21 Q2 O [16] X X X X ? ? ? ? X X
22 Qa4 O [16] X X X X ? ? ? X X ?
23 Qs O [16] X X X X ? X - - - -
24 Qs O [16] X X X X ? X - - - -
25 Mo O [16] O X - - - X - - - -
26 P O [16] O X - - - X - - - -
27 P: O [16] O X - - - X - - - -
28 P, O [16] O X - - - X - - - -
29 Ps O O X O X - - - -
30 So X [16] X X - - - X - - - -
31 s’ X [16] X X - - - X - —~ - -
32 o O [16] O X - - - X - - - -
33 Dy O [16] O X - - - X - - - -
34 S1 O [16] O X - - - X - - - -
35 Sy O [16] O X - - - X - - - -
36 S3 O [16] @) X - - - X - - - -
37 Ly O [16] O X - - - X - —~ - -
38 r O [16] O X - - - X - - - -
39 e1 X [16] X X - - - X - - - -
40 e X [16] X X — - — X _ _ _ _
41 Sy O [16] O X - - - X - - - -
42 Cy O [16] O X - - - X - - - -
43 Co O [16] O X - - - X - - - -
44 D1 O [16] O X - - - X - - - -
45 Do O [16] O X - - - X - - - -
46 a1 O [16] @) X - - - X — - — -
47 as O [16] O X - - - X - - - -
48 N O [16] O X - - - X - - - -
49 s O [16] O X - - - X - - - -
50 M3 O [16] @) X - - - X - - - -
(O @ AL (AWZE), X @ REAL (RWF5E), 7@ AR, — @ RHET)

© 2026 Information Processing Society of Japan
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% (XNY=0). SEBGESIIERE J3hs 0L Lo
REEHMATNS. KO OBIEGIS 2 ER L L5 H
n OEBGEBOHRAEE Y, £T5. ¥ LOBEDEST(E,V)
EROBHERTS (1) VTV, (2) fen, D
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WEDRT. O XUV BRI ERBES L, R—I
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DrE, skt OWHPEL VS, t TET2EBEHRDE
BE VB ICEDET. BEROHEIN 1 BITHZELR
Brwd., KAV 256 T(E,V) NODEHTHY, X
DEMERT2T tdom(c) = {x € V | o(z) # 2} THR
ThH3. FEORA o 3B o : T(S,V) - T(S,V) N
JEBRTE, ROEKMEEMZT @ f(ty, ..., t,) € T(E,V) 1T
FHLUT, o(f(t, ... tn)) = f(o(tr),...,o(tn)) DSELD T
D, DIBET, ot) R to & RT. EFHIFRFA I - r X
T(2,V) EoAmatgsnzEXThh, ROKEF2iH:
T:1gVhoV(r) CV(). BEEHBZIIXTL (TRS)
BEEXWMZEOEETHS. KA o, kO[], S
ZRAIL = r e R DEIEL, s = Cllo] 2t = Clro]
BT E, sPOHtADTRS RICKZEFHRR
TYTERBFVEIOAVATYTIRERINE. Ik
s HREICEDET. s st DEEIHRA R t s I/
Ftopl s ¥ RT. Hio ZUT VIR IR #HEZ
AL — vl — e € RISHRLT, AR C[), FEEHUH
t, XPHE—ILF o BEEL T lao = Cltlo 22D lio = to
BT, DL E, (Clr]o,ro) ZERME XX RO
FHEHZHA e OMICERNBFIET 2L &, ERD2DH
e iR BEEIBA - r LT, I DBETHS
rE, IWEEGRE XX EED - r e RBPEMRET
HbrxE, TRSRELEMEL X, £/, ROFEHZ
HHI e OfICER D 27w e &, EfE TRS R * EXR L
IX fFEDI - re RICMLTYI) =V(r) DL E, R
ZIEHETHZ2 VS, FEDI srcRIIHLTregV
DrE REHBRETHIVS. - RFEUIRT v
35, - ORSHEBIIBICZ - ¥R L, HBRBHC
ot eRT. EREZZI ) 5r 1 2Rt oR -
PEELRVE 2 TRS R MELEMZEDHDE VWS, HE
Bzt — Clt) ZBRIL—T w5, HseT(S,V) I
MLT, s—ort 2T teTEV)PEFEELRVE X
SIFRICHTIZERETHZ VWS, RICHET 2 IERE
2HROEEE NF(R) L RT. EED s,t,uec T(X,V) I
WLUT, uelh s optDEE0eT(E,V) BEELT,
u—h vt Z2TEE, REIGREZDDILEVS.
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AHETEX, HEEFmEOVMHAEHWT, e RfE

BT 2 HE X MEIEEE SO0 S LD
W25 5. AEOMEIZE21ICFE LD 5. B, HEET
ST 2MHEEZOHIEERS.
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SSS(SSS)(SSS) —s S(SSS)(S(SSS))(SSS) D x4z
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SSS(SSS)(SSS) I AHAEF S D tcHF 2 KHITH
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FTHEEIZ ¢ IJMFILEZ D 720,

((EBB) C[] = KOK & §3%. EED t € CL(K) iZxfL
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(GERR) Cl] =103 5. fEED t € CL(l) TR LT,
It t &b, C[t] it |

iz, 1EEREE S OMEGEFOME X IIE LML D
72N 2 EIRT.

WA 4. HAET Z € {M, Y e1,e0, H, W, W W* W**}
53, 2O E, CL(Z) ETWEEIRZ 7 31N
ZHTW.

(GEFR) AR T Mz — 2212 LT, MM <y MM & D,
CL(M) ECHE &Mz« 3EIEMEE B 20, o
F S'wyzw — sywzw XL T, §'S'S'S'S s §'5'S'S'S
&0, CL(S) ETHHZIMZ o HFILEE D 72720,
HERF erzy — 2y ITRLT, ejeje; ¢, e1e1e1 & D,
CL(e;) L THEEIZ + BEIEEZ SRV, HEE
F eory — yzy W LT, esesen <, e2eses & D, CL(e)
ETHE R ., 13MFIER S T2, FRRIC, TEERME
EHOMEET Z € {HW, WL, W* W**} [15] 1%, W&
iz 7 PMEILEZ D 700, O

ZZT, HAETF ZEREEZRZAE O, 2D
WEERZDERESMITHE I LEFAMTHZ I
FET2. Thbb, t oLttt IZFAMTH 2.

iz, FEERNEE D OMEET Z 2D 2525k
FWEEWZ —, BELEEE O ERT.

E&E 5. ([7,[15) s€ CL(Z) £T5%. (1) sORE |s| &
ROBEYEFKET S @ |Z] = 1,|st] = |s| + |t]. (2) s DEH
|Is|| Z XD EFET B || Z]] =1, ][st]| = 2 - [|s|| + [|t]].

B ST T 2 REEHWT, ROMEITES.



BRI F RS

W 6. ([7) HEBTFSITHNLT, EED s, t € CL(S) I
LT, s —=st BT |s| < |t].

HiES-THICNT 2 RE, EAatamdE6 ZHVWT, XOdm
PR ES. ZOMEDFHATIXEANRETH S Z I
FET 5.

W 7. ([7) AT S IEmEREE b .

iz, w7 OFEAFIEE L L THEE T IEEER
WrEdokdotnklth5x, HaET L, 0 DIEEERME
PHOZ L EIRT.

HEET Z 02 Tomb 52 % [15).

(G Zay... .z, — t EHEET Z OF ZHZHA
3B E, FED X, € CL(Z) (1 <i<n)XXLT,
1 ZX1 .. . X <|t{x1:=Xq,...,zn = Xp}.

(M 2) EBD s,t € CL(Z) & Z-V T v 7 A2 Axt
LT, s =ClA] =z CIA] =thD|s| = |t| BBIE
Al > [|A]].

Rl 8. ([15]) (&fF 1), (56t 2) Zifil-THEET Z 13,
CL(Z) ECIFEREE 0.

HEET L O E (1), GRHF2) 2T [15. £o
T, ROMEHD D,

W 9. ((15]) Ze{L,0} v 3%. Corx, et~z
& CL(Z) ECIFERMEE D,

HEET PLIMEIEEZ b oh 6, JEERMEE O [16].
E72, fAET PPy, ®,Sy, S5, Ly W& (5efF 1), (5fF2) %
723 [16]. £ o T, ROMEDK D LD,

& 10. ([16]) Z € {P,P;,Py,®,5,,S3, L1} £ T 5. ZD
&, MHAET Z 3 OL(Z) ECIEEREE B .

RO, HEET Z 2IEEREE oD%

Hhr52%.
Rl 11. ([16]) HEEF Z OF MR HNE Zoy .. 2, —
te¥3. ZorE TEDO X, cCL(Z) (i=1,...,n) i
MUT|ZX1... Xy < |tH{z1 := X1,... 2 = Xy }| &7
73k o1E, HEET Z X OL(Z) ECIEEREE b0,

AR T My, 8,,S,,T,S4,C1,Ca, Dy, Do, a1, az, N,s, M3
AR 11 ORI T [16). £ o T, ROMEIKD
DASH
el 12. ([16]) Z € {My, ®5,55,T,S4,C1,Co, D1, Do, a1, g,
N,s,M3} &5%. 2o %, AT ZWECL(Z) LTI
fEERE% D,

iz, (GRfFE1) D3s =zt BB |s| < |t| DD LD
DDOTREMNTH S e ZRT.

13, HAET Zoy ... 2, — X, (G- 2T
T35, ZOLE, TEDs,t € CL(Z)ITXLT, s =t
2513 |s| < |t DS D LD,

(FEBR) B D s,t € CL(Z) I LT, 5% X1,..., X, €
CL(Z) T2WT, s = C[ZX,...X,],t = C[t{z; =
Xiyoy@y o= X}, TOEE, |s| < [t| BRILT B C
R HME 7230k C[) oS 2 IRk X bRE
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5. Cll=00tZ. AREXD, |ZX1...X,| < |t{z1 =
X1, = Xp}. C[] = YCO'[| D &, RWHEDR
EED, |CZX1... X, < |Ct{z = Xy,...
Xl [s] = Y[+ |C'[Z2X1 ... Xo]| < [Y][+[C'[t{2r ==
Xi,..xn =X, =t C[]=C'[][y ot %=. HiHL
Eil:3 ]

ARENCBWT, EEEREE SO e 2R LEMEET Z

B, s ozt BBIE 8| < |t BT BRT.
%8 14. Z € {L,0,P,P1,Py,®,5,,S3,L,} £ T 5. ZOD
YEARED s, t € CL(Z)ITHLT, 5 =z t 251X |s| < [t].
Z € {Mg, ®,,S5,T,S4,C1,C2, Dy, Do, 1, a2,N, 5, M3} £F
5. ZOrE, FED s, t € CL(Z)IZXLT, s =zt
513 |s| < |-

GEBR) 1. #l&€F L0 (&M 1) 2723 [15).
Ze{lL,0}r3sL, Mi#H13 LD, (FED s, t € CL(Z)
WK LTs =zt RO s <[t

2. MEET My, 89,55,1,54,C1,Ca, D1, Do, a1, 2, N, s, M3
G oA 11 o KRG - 3 [16). Z €
{My, ®3,55,T,S4,C1,Co, D1, Do, 1,0, N, s, Mz} & F
2y, 13 kD, EED st c CL(Z) WML Ts =zt
7BIE |s) < [t

3. fEET P, Py, ®, Sy, Ss, Ly W& (5ol 1) %1727 [16].
Z € {P,Py,®,51,S;3, L1} £$ 5L, Mi#E13 LD, EED
5, € CL(Z) LT s =zt 251 |s] < |t

4. MHEETF Piayz — ylraz) O 2. £ E
D X1,X9,X3 € CL(Py) Xt LT, |P1X;XoX3)
|Xo(X1X1X3)|. W13 XD, {LED s,t € CL(Py) !
KUT s —p, t ROE s <t

ZZT, a6 &b, ROoaEINRES.
Rl 15. ([6]) EED t € CL(S) LT, s =&t Ziif:
THBEDERE S-TH s BFET 5.

mE7, 15 kD, ROMEIREE. ZomEE, X
Hik [6], [7] \ICB I BHEGET S OWE EHEZ OF 1
THEHTH 3.

e 16. (6], [7]) AR F S LT, CL(S) Loi¥E
EHZ s 3EILEZ DD,

T, w6, TE—RLTIIickd, ROFKMHE
e THEETOWESMZIIIMEIEEE DO L 2RT.
Tbb, fE 16 b L EMERT.

HEETF Z BROFEMZII-FT LT 5.

(&t 3) EED s5,t € CL(Z) ITM LT, s =5zt BBl
|s| < [t].

(%M 4) CL(Z) ECIEfEIREE & O.

ROMEE, mE 12— RL-dbDTHS. FEHD
W 15 DFFIFIC VTV 5.

WRE 17. HEET Z 5 (R 3), (GfF4) 27T LT 5.
O E, FEDte CL(Z)ITMLT, s =5t Zililed
AIRMEDERE Z-18 s BIFET 5.

, Ty 1=

oA 8

O



’rﬁiﬁmii—?— ﬂﬂjnﬂ.\ 7|:| 5 v

GER) tc CL(Z) %k Y, k=|t|]e N T 3. (5 3)
s =zt BB s| < |t| &b, ROUWEBEBFRHD LD :

{s€CL(Z)|s =5t} C{s€CL(Z)||s|<k}. 2Dt

%, BEOEAIERED, MiHEOEEGDERTHS. O
ROEFEZ, XHR[6], [7] <X 2HHEET S OWiE &

ZOEIEEICET 28, ThObMmE 16 bl

HDOTH5. FEABME 16 OFEFHICIES VT W3,

EIE 18. (%M 3), (RfF4) 2l THAEF Z1THLT,

CL(Z) L TWEEHZ 7 3FILEE B D,

(FEBR) W =2y PMEIMEE BV EARET 3.
IO E, MRMEEXHZI |ty gt ¢z 2ty g

CDTET S, MEIT XD, to WL Tty «3 s i
T HEBRMEDEE Z-T8 s BIFET 5. ko T, LR
WEXMZTNIERE S M e bR TUER SRV, 2
X (Gt 4) HEET Z P COL(Z) L CIEEREEZ D Z
CITFET 5. O

e 9, 10, 12, i 14 L EH 18 X D ROFRDIL D LD.
% 19. Z € {L,0,P,P;,P5,®,5,,S5,,} £§%. 2D
L&, CL(Z) L THEEHZ 7, 3ELEEEZ DD
Z € {My, ®,,S,,T,S4,C1,C2, D1, Do, 1, az, N, s, M3} &5
5. ZOLE CL(Z) FTHEZR 7 3F M2 d 0.

R, AL T Z € {J,B, By, B3, D1, Dy, D3, E, Qo, Qz, Qu,
Qs, Qs EEILMEZE B [16], 29 DT, CL(Z) LTIEE
BEEZDD. ZorE, INHOMERT ZITHLTE
H I8P HHA T T 2 0MERT 5.

2 20. HEETF Joyzw — 2y(zwz) OHHF IR ) 1F
CL(J) kc@EilExrdo.

(GEFR) B D X; € CLUJ) (1 < i < 41Tl T,
[UX1 Xo X3 Xa| < | X1 Xo(X1 X4 X3)|. #& 13 & J OIFESR
MWD, (5fF3), (&HF4) 23, B8 XD, CL(J)
TWEERZ ) FFELEEE LD, O

—J5, #E&¥T Z € {B, By, B3,D1,Dy,D3, E,Qo, Qz, Qu,
Qs5,Qe} K LT, EED s,t € CL(Z)IZDWT s =zt
RO s> |t &b, |s] < [t @RI LAV, Fi, HEE
T P BIEERMEE DO I A RHATH % [16]. Lo
T, ZOUHOMAEE IR L CERM 18 ZHEHAT2 Z 2k
TERW.

DIFETIX, ZhooMfEET Z LT, TRS OFHH
AEHWTHEXBMIAPELEEZ DO E S 2HL I
T 5.

4. FEHEDOIHBRLHEESEF Z ICXT B
TRS R(Z)~! DL

AHITIX, TRS OFMHAZH VT, JEHEL»DIEMER
KA FOME XX DELEICOVWTENS., Thb
5, T(Xz) Lo TRS R(Z2)~! BMEILER SO0 E S5 H
BHSRCT 5. AEOMREIR2ICETLD 3.
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HEEF Z LT, E¥Z tHEK2 0BG S
QDBRBIEEE T(X,) XD ERT [17), 25]. CL(Z)
BT B HEME ZIHI, T(S,) BT 2HE LTHET.
CL(Z) LoZE#z > 27 1%, T(S,) LD TRSR(Z) =
{Q(...Q(Q(Z,z1),22)...,xp,) > €} £FTH. ZZT, e
FQrHB My > 1ISHUTER 21,..., 20, DAD LI
JRENZIETH 2. CL(Z) LOEERZ —, & T(Sy)
LD TRS R(Z) ICL BEEME —g(z) FEVITRHT 2.
£oT, =z OFELREEERTEZZNEZN gz OFFLL
Hramme —®83%. ¥, ZOZ@3HEEHEIICD
WTHWZ 3.

TRS R(Z) O#EFR R(Z)" ZROBEH ERT 5 :
RZ)Y={r—=1]1l—recRZ} HEETFZ DI
HErOEMETHNL, R(Z)TVIETRSTHS. ZD
L&, R(Z)'ZR(Z) DFETRS LW 5. t =gy ulk
Siusgizt. TOLE, +riy ’2%7}}2) rFERI5. M

TRS R(Z)™! DEHEDS, =iy = r(z)

fl 21. TRS R(S) = {Q@@Q(S,z),y),z) —
Q(Q(z,2),Q(y,2))} & % 2 % .2 T T, #
TRS & R(S)™' = {Q(Q(z,2),Q(y,2)) —
@@@(S,z),y),2)} T & B . O b F

Q(@(S,@(@(s,s),5)), @(s,@(@(s,s),s)))

—rs)-t @(@Q(Q(S,S),S),@(Q(s,s),S))

—rs)- @(@Q((Q(S,Q(S,9)),Q(S,S)), S)

EE 22. (1) #HEEF Z € {B,Q2,Qqe,Qs} TR LT, ¥
TRS R(Z)~' BfFEIEMZ 72700,

(2) BB T Z € {P3} LT, ¥ TRS R(Z)~! 3%
1% SO,

GIEBR) (1) ROEREL — AR S.

1. R(B)~! = {Q(z,A(y,z)) —» Q(QQ(B,z),
%X 5.t = @(@(a(B,B),
Q(@(d,B),B) ¥ ¥ 5.

2. R(Qx)~" = {Q(y,@
EZD. t=
tI%. ZOLE, t =g, Ol

3. R(Q4)™" = {Q(2,Q(y,2)) — Q(Q(Q(Q4,2),y),2)}
EZBH.t = QQ(Q4,Q4),0(Q4,Q4)),CJ]
Q(0,Q(Q(Q4,Q4),Qq)) & F 5 . 2 D &k
“ - Cli-

4. R(Qs)™' = {a(zQ@Q(z,y),w) —
@(@(@(Q(Qs,7),y),2),w)} % F z2 % .t
Q(Q(Q@(Qs5,Qs5),Qs5), @(Q(Q5,Q5),Qs)), C[] = Q(O,Qs)
5. ZOE, t—h ].

R(Qs)~ 1 C[t
(2) XD ZIERMER POL(P3) = 0, POL(Q(21,22)) =

y),2)}
@(B,B)).@(B,B)),C]
COYE, Loy Ol
(Z,.Q?)) — @(@( (QQ,Z‘),Z/),Z)}
Q(Q(Q2,Q2),0(Q2,Q2)),C[] = @(O,Q2)

g,

1 + o1 + 210 2 % 2 %5 .2 O & &,

HHEETF Z e {I,N,s} LT, eld Z,@Q & 21,...,20m, P
S EINZEHTH 5.

7
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ko T, RP) = {Qy0(Q(z,2),y) -
Q(Q(Q(P3,z),y),2)} EEIELEEZ LS. 20 %,
R(P;) "V 3IEMERMEE D, TRDE, R(P3) ZIEMER
HEH o, o
HEETOHE M OEIEZFANS 72D, AProVE
[11] Z HWZEERZ{TW», UToMRE2HEL. HEae T+
Z € {By,D1,Qq,Q¢} ICDWTIE, # TRS R(Z)~' 1215
IEEZ D v, AFIEHEZ DD TRS OH R(Ms) ! U
R(P2)™ L UR(S2)TURT) T URGSH) TURC) U
R(C)PUR(D)PUR(D) P UR(a1) P UR(a2) U
R(N)LUR(s) "' UR(M3)" P UR(J) " UR(Ps)~ 1 1df&1k
Mrbo. kB, EH 22 DFHFOD, (1) TOEML—7,
B (2) 0ZHAMR D, AProVE IZ &k 2 EEFER D)
Wi Hi87:bDTH 5.

LA L72A35, 3 TRS R(Bs) ™!, R(Dy) !, R(Ds) ", R(E)~!

PEIEME 008 5 221& AProVE[11], TTT2[21], Mu-
term[24] TIEARHTH 5. N5 DW TRS XEMIETH
LOELEDZHODT, ERXTRERW. LoT, FLE
Ro7wa 27 425, [26) THEILEDKEIRETE R,

5. IEHBEDOIHBRLGHEEEF Z (T 2
TRS R(Z)~! O&HM4

AHITIE, TRS OFHAZ VT, JEEE»DIEMHER
AT Z 1203 %% TRS R(Z2)~! BETRMEEZ O Y
SPHLPICT S, AHIOBRIIKR2ICEF LD 5.

HEET Z 12T 2132 ALY O TRS R(Z)~ XA
Mrbhowz s, KilE52%Z TRy, ROEH
BRTIENTES.

T 23. MAET Z € {S,0,J,B,H,W, W, W* W** By, Bj,

D1, Dz, D3, E, Qo, Qs, Qs M2, P, P1, P2, P3, 50,5, 2,51, Sy,
S3,L1,T,e1,e2,54,C1,Ca, D1, Do, vy, g, N, M3} D3 TRS
R(Z)™ BEWRMEZ S 72720,

(EEBA) 77#HERDED TH 2. H2MH s, t,u € T(Xz)
BIFEL, NF(R(Z)™Y) > u F;E(Z)*l s _>£(Z)*1 t e
NF(R(Z)™Y) Zntid, R(Z)™' B&mMEZ b v, 7
L, t£Aued5. THHDiERZ, K3, 4I2F D 5.
O

¥ TRS R(Qu)~! It LT, ACP+CeTA[2] *2, Haku-
san[12], Hakusan+CeTA[13] 12 &k b, AFilEZ & 727202
CERRTIENTE. R(Q2) ™! ITX LT, Hakusan[12],
Hakusan+CeTA[13], Grackle CSI[38] iz &b, &Tfitkz D
TN RRT I ENTER. £, R(®2) L R(s)™

2 ZORRIE, ACP[1] KBWTXH [3] OfRPFEE ATV S
ZehBE6NBETTH B, Fid ACP ZITIIRT I ik
TERWV. ACP & CeTA[35] 2flaabEsZickh, T
TEYDBTEL. CeTA XD BY—NITEDEZ NS, &
i, HEREOMHERIET 2 Y -1 TH5.

3 ZhoofERIE, Hakusan[12] IBWTARLS— b= U EHVE
GIRMED KERE [10] EEZIA TV I 6E6N 5.
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W2t LT, CONFident[23] IZ &k D &WMEEZ DRV L%
R EMNTEL. RM)~! & CSI20], Grackle CSI[38]
WEDARMEEZ S DI ERT I N TEL. 2K OS],
Grackle CSIIZHBWT, K [30] DFERMAELEINTNDS
HHTH5. MEET K IZIEHEL»DIEMHE TRV
7, RRWBEMAERTFTH 2D TARETES. FEHELD
IR T RVHAE FTH-Td, HEE B OMM
AIBVWTHESMMZIIERTES. Lr Lo s, Mk
FRR(K)™L R~ & TRS TlEARW. AT K 1Tkt
THRWE SN ETIEE S OME D PIERBRTDH .

6. HHOHIC

ARFH T, Bergstra ¥ Klop DfER%Z, k4 LiHEE
FIIN Lt L g E 52 7. BN, ZoEMEH
WT 24 flofAERFICH T 2 E X O IR RL
2. RS, TOFEMMPEATERWVHEHAEET LHICXL,
HEZHZ R T LOVHEAT AWT, HFXZ 0FIE
MERRL. i, FAERHEEGEFAhicHL, wEx
Pz OIEFEIEEER R U7z, BRI, Bx REE T 49
WRLT, FAUHSHAZEHWT 46 flowE =iz 0 &R
MEKEEL, 1floMEEEEZ OATREEZRL .

SHOMEL, WHE X OFEIEMELRBIRTD 5 4 4
DHEBTFOELMEEZHLNMICTZ I THS. X5,
WEEHZ OETREDPRBRTD % 2 HlOMEEETDOER
WEIALPICTEIETHS.

BE CEERVVIHBRENK GHIERE) B
PR (JAIST) I L E 5. 7, BEAaXY 2L
T2l W EREDH A2 WL E 7.
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® 3 MEETFICHT 2 TRS OATRMEKEE (1)

Table 3 Disproving confluence of inverse TRSs for combinators (1).

%S | HEET | u s t

1 S a(a(s, a(s,s)), @(@(a(s,s),s),s)) | @@(s,a(s,s)),@@(s,s),Q(s,s))) @(@(Q(s,@(Q(s,s),s)),s),S)

2 (6] @(@(0,0),@(@(0,0),0)) @(@(0,0),@(0,@(0,0))) @(@(0,0),@(0,0))

3 J a(@(@J,4),J), a(@(@J,J),J), a(@(a(a(d,a(J,J)), ), J),
a(@(@(@(@(J,J),J),J),J),9) a(@(@J,J),a(@,J),9),9) @(@J,J), )

4 B a(@(a(a(e(a(a(a(a(a(a(a(B,B), | @(B,@(B,a@(B,B))) a(a(a(a(a(a(a(a(s,B),B),
B),B),B),B),B),B),B),B),B),B),B) B),B),B),B),B),B)

5 H Q(@(@(@(H,@(H, H)),H), Q(@(@(@(@(H,Q(H,H)),H), Q(@(@Q(H,@(Q(H,@(H,H)),H)),
Q(H, H)), @(H, H)) @(H, H)),H), @(H, H)) @(H, H)), H)

6 w Q(@(W, W), @(w,w)) a(@(@W,a(w, w)), a(w, w)), a(@(w,a(w, @(W,w))),

Q@(W,W)) Q@(W,W))

7 wi Q@ (@(W1 (Wl,Wl)),Wl), @(@(@(Wl,@(Wl,Wl)),@(Wl,Wl)), @(@(Wl,@(Wl,Wl)),
Q(wt,wh)) Q(wt,wl)) QW a@(wt, why))

8 W* Q(Q(@Q(W*, @(W*, W*)), W*), Q(Q(@(@(W*,W*), @(W*, W*)), Q(Q(@(W*,W*), W*),

Q(w*, W*)) Q(W=, W), @(W*, W*)) Q(w*, W*))

9 W** Q(Q(Q(Q(W**, @(W**,W**)), Q(Q(Q(@(@(W**, W**) W**), Q(Q(Q(@(W**, W**),

W**)7W**)7@(W**7W**)) @(\/\/>{<>t<7W>‘¢<*))7(@(W**’W**))7 @(W**,W**))7W**)7
QW , W) QW W)

10 B2 Q(@(Q(@(@(@(B2, @(B2, Bs), @(B2,@(@(B2, B2), @(Q(B2,B2),B2))) | @(@(@(@(Q(@(@(B2,Bs),@(B2,
B2),B2), B2), B2), B2)) B2)), B2), B2), B2), B2), B2)

11 Bs Q(Q(Q(e(e(e(e(((@(Q(Bs, Q(B3, @(@(@(@(B3,B3),B3),Bs3), Q(e(e(e(@(Q(a(a(@(Bs, B3),
Q@(Bs, @(Bs, Bs))), Bs), Bs), Bs), @(@(@(Bs, B3), Bs), Bs))) @(Bs, Bs)), @(Bs, Bs)), B3), Bs),
Bs), Bs),B3),B3),Bs),Bs),Bs) Bs),Bs),Bs),Bs)

12 D1 a(a(a(a(a(a(a(a(a(Di, @(D:, @(@(@(Dy, D), D1), @(@(@(D1,D1), | @(@(Q(Q(Q(D;,@(@(@(@(Dy,
@(D1,@(D1, @(D1,D1))))), D), D1)),@(D1,D1)) @(D1,@(D1,D1))), D1), D1), D1)),
D1),D1),D1),D1),D1),D1),D1) D1),D1),D1),D1)

13 Do Q(D2, @(Q(Q(Q(D2,D2), D2), Q(D2,@(D2, @(D2, @(D2, D2)))) Q(@(@(@(D2, D2),D2), D2),
D2), D2)) @(D2, D2))

14 Ds Q(Q(@(@(@(Ds, D3),D3), D3), @(@(Ds3, @(Ds, D3)), Q(@(@(@(@(Dbs, @(@(@(Ds, D3),
@(@(@(Q(Dbs, Ds), Ds), @(@(Ds, @(Ds, Ds)), @(Ds, D3))) Ds), Ds)), Ds), @(Ds, D3)),
D3),Ds3)), D3) D3),D3)

15 E Q(@ (@(@( (e@(@(Q(E, E), E), @(e(Q(E, @(Q(E, E), E)), o(e(e(e(e(e(a(E, (E, a(
E),E),E),E),E), @(Q(E, E), E)) @(@(E, E),E)), @(Q(E, E), E)) Q(E,E),E))),E),E),E),E),E), E)

16 Qo Q(@(@(Q(Qo, @(@(Q(Qo, o), Qo), Q(Q@(Q@(Qo, Qo), @(Qo, Qo)), Q(Q(Q(Q(@(Qo, @(Qo, @(Qo,
Qo0));Qo0), Qo), Qo) @(Qo, Qo)) Qo))), Qo), Qo), Qo), Qo)

17 Qs a(@(@(@(@(@(@(Qs, @(Qs,Qs)), Q@(Qs, @(Q(Qs, @(Q(Qs5, Qs), a(@(@(@(@(@(Qs,Qs), Qs),
Qs5),Q5),Q5),Q5),Q5), Qs) Qs)),Qs)) Q(Qs5,Q5)),Qs5),Qs5),Qs)

18 Qs a(@(a(@(@(@(@(Qs, @(Qs, Qs)), Q@(Qs, @(Q(Qs, @(Q(Qs, Q6), Q(Q(Q(@(Q(Q(Qs,Qs), Qs), Qs),
Qs6),Q6),Qs), Q6), Qs), Qs) Qs)),Qs6)) Q(Qs,Qs6)),Q6), Qs)

19 Mo Q(Q(M2, @(M2, M2)), M2) Q(@(@(M2, M2), @(M2, M2)), Q(@(M2,@(M2, M2)), @(M2, M2))

Q(@(M2, M2), @(M2, M2)))
20 P Q(Q(@(@(@(P,P),P),P),P),P) Q(P,@(@(@(P,@(@(P,P),P)),P))) Q(@(Q(P,P),@(@(P,P),P)),P)
21 Py Q(@Q(@(P1,@(Pq,P1)),P1),P1) Q(P1,@(Q(Pq,P1),@(@Q(P1,P1), Q(@(@(@(P1,P1),Q(Py,P1)),P1),
P1))) P1)

22 Ps Q(P2, @(@(Q(P2, @(P2, P2)), P2), Q(P2, @(Q(P2, P2), @(Q(P2, P2), Q@(@(Q(@(Q(P2,P2),P2),P2), P2),
P2)) P2))) P2)

23 P3 @(@(@(Ps, P3), @(P3,P3)), @(@(@(Ps,P3),@(Ps, P3)), @(Q(Ps, @(@(@(Q(Ps, P3), @(P3,P3)),P3),
Q(@(@(Ps, Ps), @(Ps, Ps)), P3)) P3), @(@(Ps, P3), @(Ps, P3)))) P3)

24 So Q@(@(Q(So,@(So,S0)), @(So, So)), Q(@(@(@(So, @(So, So)), So), Q(So, Q(@(Q@(So, @(So, @(So, So)),

So) S0)) So) @(So, So))), So)

25 s/ Q@(@(Q(@(s’,s),Q(s,s")), Q(@(Q(@(Q(s’,s),Q(s’,s)),s), Q@(@(Q(Q(s’,@(s’,5")),Q(s’,s")),

@(s’,5)),5") @(s’,5)),5") @(s’,5)),5")
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£ 4 MAETICNT 23 TRS O AWK (2)

Table 4 Disproving confluence of inverse TRSs for combinators (2).

&5 | HEET | u s t
26 P Q(Q(Q(Q(Q(P, ), D), ), P), Q(Q(Q(®, @(P,?)), Q(P, P)), Q(Q(Q(Q(P,Q(P,Q(P, D)), D),
Q(P, D)) Q(P, P)) D), D)
27 S1 Q(Q(@(@(@(S1,51),51),S1),S1), Q(Q(@(Q@(S1,51),51),@(S1,S1)), Q(@(@(Q(S1,@(S1,@(S1,51))),
Q@(S1,@(S1,51))) Q(S1,@(S1,51))) S1),51),51)
28 S Q(Q(Q(S2,S2), @(Q(S2,S2),S2)), Q@(Q(Q(S2,S2), @(Q(S2,S2),S2)), Q(@(@(Q@(S2,S2),@(S2,S2)), S2),
Q(@(@(Q(Sz,S2), S2), S2),S2)) Q(@(Q(S2,S2),S2), @(Q(S2, S2),S2))) Q@(@(S2,52),52))
29 S3 Q(Q(Q(@(@(@(Ss,Ss),S3),Ss), Q(@(@(@(Ss,S3), @(Ss,S3)), Q(Q(@(@(@(Ss,@(Ss,Ss3)),
S3),Ss3), Q(Ss, S3)) @(Ss3,53)), @(S3,S3)) Q(Ss,Ss)), Ss), S3),S3)
30 Ly Q(L,,@(@(@(L1,@Q(L1,L1)),L1), @(L,,@(@Q(Ly,L1)),@(@(L1,L1),L1)) @(@(@(@(@(Ly,L1),L1),L1),Ly),
L1)) L1)
31 r Q(Q(l',@(Q(r,I),I)), Q(Q(l',@(@(r,I),I)), Q(@(r,I),I)
Q(Q(r,I),I)) Q(Q(I,I),e(@(r,I),I)))
32 e Q(Q(Q(e1,@Q(er,e1)),Q(er,e1)), Q(Q(Q(Q(e1,e1),Q(er,e1)), Q(Q(e1,@(Q(er,e1), Q(e1,e1))),
Q(Q(e1,e1),@(e1,e1))) Q(ey,e1)), @(Q(e1, e1), Qer, e1))) Q(e1,e1))
33 es Q(Q(Q(e2, Q(ez,e2)), Q(ez, e2)), Q(Q(Q(Q(ez,e2), Q(e2, e2)), Q(Q(e2, Q(ez,e2)), Q(Q(e2, e2),
Q(Q(ez2,e2), Q(e2,e2))) Q(ez, e2)), @(Q(ez; e2), Q(ez, e2))) Q(e2,e2)))
34 S4 Q(Q(Q(Q(Q(@(Q(Q(S4,@Q(S4,S4)), Q(Q(S4,Q(Q(S4, @(Q(S4,S4),S4)), Q(Q(@(@(Q@(S4,S4),S4),
@(S4,54)),54),54),54),54),54),S4) @(Q(S4,54),54)), @(Q(S4, @Q(Q(S4, Q(@(Q@(S4,54),54),54)),S4),S4)
S4),54)), @(Q(S4, S4),54))))
35 Cy Q@(Q(C1,@(Q(Q(Cy,Q@(@(C1,C1),C1)), @(Q(C1,@(@(Q(Q(Cy,C1),C1), Q@(@(@(C1,Q(C1,C1)),C1),Cq1)
C1),C1)), @(@(Q(C1,Q(Q(C1,C1),Ch)), @(Q(C1,€1),C1)),@(Q(C1,C1),C1)),
C1),C1)) Q@(@(Q(@(C1,C1),C1),@(Q(C1,C1),
C1)), @(Q(C1,C1),C1))))
36 Co Q(Q(Ce, @(Q(Q(C2, @(Q(C2,C2),C2)), Q(Q(Cq, @(Q(Q(Q(C2,C2),C2), Q(Q(Q(C2,Q(C2,C2)),C2),C2)
C2),C2)), Q(Q(Q(C2,@(Q(C2,C2),C2)), | @(Q(C2,C2),C2)), @(Q(C2,C2),C2)),
C2),C2)) Q@(@Q(Q(Q(Cz,C2),C2), @(Q(Ce, Ca),
C2)), @(Q(C2,(C2),C2))))
37 D1 Q@(@(@(@(@(D1,D1),D1),D1),D1), Q@(@(Q(@(Q(D1,D1),Q(Dy,D1)), Q@(@(Q(Q(D1,Q(D1,D1)), D1),
Q(Q(D1,D1), @Q(D1,D1))) Q(D1,D1)), @(Q(D1, D1), @(D1, 1)) | @Q(D1,Dr)),Dr)
38 Dy Q(Q(Q(@(@(D2,D2),D2),D2), D2), Q(Q(Q(Q(Q(D2,D2), @(D2, D2)), Q(Q(Q(Q(D2,@(D2,D2)), D2),
Q(Q(D2, D2), @(D2, D2))) Q(D2,D2)), Q(Q(D2, D2), @(D2,D2)))) | D2), @(D2,D2))
39 ai Q(Q(Q(Q(a1, 1), 1), @(Q(ar, a1), Q(Q(Q(a1, @(@Q(Q(a1, 1), a1), Q(Q(Q(a1, 1), Q(a,
1)), @(Q(Q(a1, 1), @(ar, @(Q(QA(a1, | Q(Q(a1,a1),a1))), @Q(Q(a1, 1), 1), | @QQ(Q(a1, 1), a1),
ai),a1),@(@(a1, 1), @1))))), @(Q@(az, | @(Q(az, a1),a1))), @(@(Q(az, a1), Q(Q(a1, a1), 1)),
ai),a1)) Q(an, @(@(Q(0n, 1), 1), Q(Q(a1,01),a1)))
Q(Q(a1, 1), a1)))), @(Q(az, 1), a1)))
40 s Q(Q(Q(Q(Q(az, @(az, a2)), a2), a2), Q(Q(Q(a2, @(Q(Q(a2, a2), a2), Q(Q(Q(Q(ag, a2), Q(az2,
Q(Q(a2, a2), 2)), Q(Q(a2, a2), a2))), Q(Q(QA(a2, a2), a2), | Q(Q(QA(a2, 2), 2),
Q(Q(az, az), @(Q(az, az), az))) Q(Q(az, az), a2))), Q(Q(az, az), az))), a2),
Q(Q(az, az), @(Q(az, az), az))) Q(Q(az, az), a2)))
41 N Q@(@(@Q(@(N,N),N),N),@(@(@(N,N), Q@(@Q(Q(N,@(@(@Q(N,N),N),N)), @(@(Q(N,@(N, @(@(@(N, N), N),
N),N)) @(@(@(N,N),N),N)), N))),N),N)
Q(@(@(N,N),N),N))
42 Ms | @@(Ms,@(Ms, M3)), M3) @(@(@(@(@(Ms, Ms), @(Ms, Ms)), Q(@(M3, @(@(Ms, M3),
@(Ms, M3)), @ (M3, M3))), @(Ms, Ms))
a(@(@(Ms, M), @(Ms, M3)),
@(Ms, Ms))),
(@
(

Q@(@Q(Q(M3,M3),Q(Ms, M3)),

M3, M3)))

©
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