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組合せ子の非循環性と関連する性質について ∗

岩 見 宗 弘†1

Sumllyan は, 書換え規則 Lxy→x(yy) を持つ組合せ子 L と書換え規則 Oxy→y(xy) を持つ組合
せ子 O を提案した．本稿では最初に, Bergstra らの手法を一般化した組合せ子の非循環性に対する
十分条件を与える. その十分条件を用いて, 組合せ子 L と O の非循環性を示す. 次に, 組合せ子 O
は停止性を持たないことを示す. さらに, Waldmann と同様の手法により組合せ子 O は非基礎ルー
プ性を持つことを示す.

On the Acyclic and Related Properties of Combinators

Munehiro Iwami†1

Sumllyan proposed that combinator L with rewrite rule Lxy→x(yy) and combinator O
with rewrite rule Oxy→y(xy). First, we give a sufficient condition for acyclic of combina-
tors using the generalized method of Bergstra et al in this paper. We show that acyclic of
combinators L and O using this condition. Next, we show that combinator O is not termi-
nating. Furthermore, we show that combinator O admits no ground loops by similar method
of Waldmann.

1. は じ め に

組合せ子論理 (combinatory logic) は, Curry3) に

より考案され，帰納的関数の研究において歴史的に重

要な役割を果たしてきた計算体系であり，論理や計算

の基礎として重要である．組合せ子論理の計算対象は，

組合せ子 (combinator) と呼ばれる 2 つの定数 S,K

と関数適用から構成される項であり，2つの計算規則

Sxyz→xz(yz)とKxy→xだけを持つ．組合せ子論理

は λ計算と深い関連があり，その性質や λ計算との対

応関係について様々な研究が行われている1),3),4)．ま

た，組合せ子論理は関数型プログラミング言語の効率

的な実装に応用されている.

Klopは λ計算と組合せ子論理の違いの 1つが循環

書換え (cyclic reduction)，すなわち，項M から同じ

項M へ到達するような書換えM→M ′→· · ·→M に

あることを示した7). 書換え→により項M から得ら

れる項全体の集合を書換え関係 →に基づくM の書

換えグラフと呼び，G(M)と表す．このとき，λ計算

においては，G(M)が有限でありかつ循環書換えを含
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むような項M が存在する．その一方で，組合せ子論

理においては，G(M)が有限でありかつ循環書換えを

含むような項M は存在しない7).

組合せ子Kのみからなる計算体系を考えると，どの

ような計算も停止する．したがって, 組合せ子Kのみ

からなる計算体系は循環性を持たない．一方，組合せ

子Sのみからなる計算体系は停止性を持たない1)ため，

循環性を持つか否かは自明ではない．そこで Bergstra

らは組合せ子 Sが非循環性 (acyclic)を持つ (循環性を

持たない)ことを示した2)．近年，Waldmannは，循

環性より強い性質である基礎ループ性 (ground loop)

を提案し，組合せ子 Sが非基礎ループ性を持つことを

示した．さらに, 組合せ子 Sのみから成る項が正規形

を持つか否かを決定する手続きを与えている21)．

一般の項を扱う計算モデルとして，項書換えシステ

ム (TRS) がよく知られている．組合せ子論理や組合

せ子の書換え規則は，TRS として見做すことができ

る．TRSに対する非循環性についても様々な研究が行

われている．Plaistedは TRSの非循環性が一般的に

決定不能であることを示している14)．一方，Ketema

らは正則 TRSが弱停止性を持つならば非循環性を持

つことを示している6). また，非循環性をより強くし

た性質として非ループ性 (non-loop)があるが，Mid-

deldorpらは書換え規則が 1つの TRSの場合でさえ

非ループ性が決定不能であることを示している10). 彼
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らの非ループ性の決定不能性の証明から，書換え規則

が 1つの TRSの非基礎ループ性も決定不能であるこ

とが分かる．また，部分システムの性質から全体シス

テムの性質が導かれることをモジュラ性と呼ぶが，正

則 TRSにおいて非循環性がモジュラであること8)や，

(等式付)TRSの非循環性と非ループ性のモジュラ性に

関する研究もMiddeldorpらにより行われている12).

TRSでは，様々な書換え規則を一般的に取り扱う．

同様に，様々な書換え規則を持つ組合せ子を考えた場

合，その性質はどのようになるのであろうか．このた

め，組合せ子 S,K以外にも，論理学における構造に

関する推論規則16) に関連する組合せ子 B,C,W や

λI計算と密接な関係を持つ組合せ子 J等，様々な組

合せ子に関する研究が行われている4),15). また, 組合

せ子 L,Oで Turingの不動点組合せ子U1) を表すこ

とができる17). 組合せ子の書換えが停止性を持つ場合

はその非循環性は自明であるが，停止性を持たない組

合せ子の非循環性は明らかでない場合も多い．

単純な書換え規則を持つ組合せ子であるが停止性を

持たない組合せ子として，書換え規則 Lxy→x(yy)を

持つ組合せ子Lがある17)．組合せ子Lが停止性を持た

ないことは Sprengerら等により示されている18),19)．

また, 単純な書換え規則Oxy→y(xy)を持つ組合せ子

O17)は本稿で示すように停止性を持たない. これらの

組合せ子の書換え規則は，弱停止性と強停止性が一致

するクラスに含まれるため9),20)，Ketemaらの結果6)

を利用して非循環性を示すことも出来ない．

本稿では，組合せ子 L 及び組合せ子 O に着目し，

非循環性や非循環性に関連する性質について調べる．

上記のように，組合せ子に基づく計算体系において非

循環性は非常に重要な性質であると考えられる. この

ため，単純な書換え規則を持つ組合せ子の非循環性に

ついて考察を行うことは，λ計算や組合せ子に基づく

計算体系やその関連性を考える上で重要である．

本稿は次のように構成される. 第 3節では, Bergstra

ら2)の手法を一般化した組合せ子の非循環性に対する

十分条件を与える. その十分条件を用いて,組合せ子 L

とOの非循環性を示す. 第 4節では, 組合せ子 Oが停

止性を持たないことを示す. 第 5節では, Waldmann

が非基礎ループ性を示すために提案した手法21) を適

用し,組合せ子 Oが非基礎ループ性を持つことを示す.

2. 準 備

本稿の定義は文献2),21),20) に準ずる. 本節では，組

合せ子論理と項書換えシステムの定義を与える．

2.1 組合せ子論理

組合せ子論理ついては文献1)の第 7章及び文献3),4)

を参照して頂きたい．

以下では, 記号 Z をある組合せ子とする. 構文的

等式を ≡ で表す. 変数の可算無限集合を V とする
({Z} ∩ V = ∅)．組合せ子 Z 上の項の集合 CL(Z,V)

を次のように帰納的に定義する．(1) V ⊆ CL(Z,V),

(2) Z ∈ CL(Z,V), (3) s, t ∈ CL(Z,V)ならば (st) ∈
CL(Z,V). 集合 CL(Z,V)の項を Z-項という. また,

変数を含まない Z-項を基礎 Z-項といい, 基礎 Z-項全

体の集合を CL(Z)で表す. Z-文脈, すなわち，0個以

上のホール 2を含む Z-項の集合 CL({Z, 2},V)を次

のように帰納的に定義する. (1) V ⊆ CL({Z, 2},V),

(2) Z ∈ CL({Z, 2},V), (3) 2 ∈ CL({Z, 2},V), (4)

s, t ∈ CL({Z, 2},V)ならば (st) ∈ CL({Z, 2},V). 1

つのホール2を含む Z-文脈を C[ ]で表す. C[t]は Z-

文脈 C[ ]のホール 2を Z-項 tで置き換えた結果であ

る．(st)を括弧を省略して単に stと書く. 括弧は左結

合である, すなわち, s1s2 · · · sn は (· · · (s1s2) · · · sn)

を意味する. Z-項 t に含まれている変数の集合を

V ar(t)と表す. 代入 σ を V から CL(Z,V)への定義

域 Dom(σ) = {x ∈ V | σ(x) 6≡ x} が有限である写像
とする. 代入 σを {x ← σ(x) | x ∈ Dom(σ)}と表す．
すべての代入 σはある組合せ子 ZとZ-項 B1, · · · , Bn

に対して，σ(ZB1 · · ·Bn) = Zσ(B1) · · ·σ(Bn) を満

たす写像 σ : CL(Z,V)→CL(Z,V) へ拡張できる．

以下では, σ(t) の代わりに tσ という記法を使用す

る．書換え規則 Zx1 · · ·xn→t は組合せ子 Z が持つ

方向付けられた等式であり, 次の条件を満たす：(1)

変数 x1, · · · , xn は互いに相異なる，(2) V ar(t) ⊆
{x1, · · · , xn}, (3) 組合せ子 Z は Z-項 t に出現しな

い. 書換え規則 Zx1 · · ·xn→tによる CL(Z,V)上の

書換え→ を次のように定義する：s→t ⇐⇒ ある Z-

文脈 C[ ], B1, · · · , Bn ∈ CL(Z,V) に対して, s ≡
C[ZB1 · · ·Bn] かつ t ≡ C[t{x1 ← B1, · · · , xn ←
Bn}]. このとき, ZB1 · · ·Bn を Z-リデックスという.

書換え →が無限書換え列 t0→t1→t2→· · · を持たな
いとき, 停止性を持つという. 書換え→の推移的閉包
を→+ で表す．書換え t→+tを循環 (cyclic)である

という．書換え → が循環書換えを持たないとき, 組

合せ子 Z は非循環性を持つ (acyclic) という. C[ ]

を Z-文脈, σを代入とする. 書換え t→+C[tσ]をルー

プ (loop) という. 書換え →がループを持たないと
き, 組合せ子 Z は非ループ性を持つという. 書換え

t→+C[t] を基礎ループ (ground loop) という. 書

換え →が基礎ループを持たないとき, 組合せ子 Z は
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非基礎ループ性を持つという. 組合せ子 Z が停止性を

持つならば非ループ性を持つ．逆に，組合せ子 Z が

非ループ性を持つとき停止性を持つとは限らない．ま

た，組合せ子 Z が非ループ性を持つならば非基礎ルー

プ性を持つ．さらに，組合せ子 Z が非基礎ループ性

を持つならば非循環性を持つ．本稿では文献17) に掲

載されている停止性を持たない組合せ子 ?1 と組合せ

子 K, I, J ?2 のみを取り扱う. 本稿で使用する組合

せ子と書換え規則を次の表 1 にまとめる.

表 1 組合せ子と書換え規則 (17))

S Sxyz→xz(yz) H Hxyz → xyzy

K Kxy→x M Mx → xx

I Ix→x W Wxy → xyy

L Lxy→x(yy) W1 W1 xy → yxx

O Oxy→y(xy) W∗ W∗ xyz → xyzz

J Jxyzw→xy(xwz) W∗∗ W∗∗ xyzw → xyzww

2.2 項書換えシステム

項書換えシステムの詳細については文献13),20) を参

照して頂きたい. 項書換えシステムは, 第 5節で使用

する.

シグネチャF を引数を持つ関数記号の集合とする．
引数が 0 の関数記号を定数と呼ぶ．変数の可算無限

集合を V とする (F ∩ V = ∅)．構文的等式を ≡
で表す. F 上の項の集合 T (F ,V) を次のように帰

納的に定義する．(1) V ⊆ T (F ,V) (2) f を n 引

数関数記号 (n ≥ 0), t1, · · · , tn ∈ T (F ,V) ならば

f(t1, · · · , tn) ∈ T (F ,V). 変数を含まない項を基礎項

といい, 基礎項全体の集合を T (F) により表す. シグ

ネチャF ∪ {2}上の項を文脈という．すなわち, 0個

以上のホール 2を含む項の集合 T (F ∪ {2},V) を次

のように帰納的に定義する. (1) V ⊆ T (F ∪ {2},V),

(2) 2 ∈ T (F ∪ {2},V), (3) f を n 引数関数記

号 (n ≥ 0), t1, · · · , tn ∈ T (F ∪ {2},V) ならば

f(t1, · · · , tn) ∈ T (F ∪ {2},V). 文脈 C がホール

2を 1つだけ含むとき，C[ ]と表す．C[t]は文脈 C[ ]

のホール 2を項 tで置き換えた結果である．t ≡ C[s]

として表すことができるならば，sは tの部分項であ

るといい，s£ tと表す．項 tに出現する変数の集合を

V ar(t)と表す. 代入 σを V から T (F ,V)への定義域

Dom(σ) = {x ∈ V | σ(x) 6≡ x} が有限である写像と
する. すべての代入 σ は項 f(t1, · · · , tn) ∈ T (F ,V)

に対して，σ(f(t1, · · · , tn)) = f(σ(t1), · · · , σ(tn))

?1 ただし，Turing の不動点組合せ子 U は本稿では取り扱わない.

?2 停止性を持つ代表的な組合せ子として K, I, J を取り扱う.

を満たす写像 σ : T (F ,V)→T (F ,V) へ拡張でき

る．以下では，σ(t) の代わりに tσ という記法を使

用する．書換え規則 l→r は T (F ,V) 上の方向付け

られた等式であり，次の条件を満たす：l 6∈ V かつ
V ar(r) ⊆ V ar(l). 項書換えシステム (TRS) は書

換え規則の集合である．TRS Rにより項 sが tに書

換えられるとは，ある代入 σ, 文脈 C[ ] と書換え規

則 l→r ∈ R が存在し s ≡ C[lσ] かつ t ≡ C[rσ] を

満たすときをいい，s→Rtと表す．項 lσ をリデック

スという．項 s中のリデックス ∆を書換えることに

より tが得られるとき，s→∆tと表す．項 tの根記号

を次のように定義する：t が変数のとき root(t) ≡ t,

t ≡ f(t1, · · · , tn)(n ≥ 0)のとき root(t) ≡ f . TRS R
が無限書換え列 t0→Rt1→Rt2→R · · · を持たないと
き,停止性を持つという. TRS Rの書換え→Rの推移

的閉包を→+
Rで表す．TRS Rにおいて,書換え t→+

Rt

を循環であるという．TRS Rが循環書換えを持たな
いとき, 非循環性を持つという. C[ ]を文脈, σを代入

とする. TRS Rにおいて, 書換え t→+
RC[tσ] をルー

プという. TRS Rがループを持たないとき, 非ループ

性を持つという. TRS Rにおいて, 書換え t→+
RC[t]

を基礎ループという. TRS Rが基礎ループを持たない
とき, 非基礎ループ性を持つという. シグネチャF 上
の半順序は非反射的かつ推移的な関係である．シグネ

チャF 上の半順序>が整礎であるとは次のような無限

減少列が存在しないときをいう：t0 > t1 > t2 > · · · .

3. 組合せ子の非循環性に対する十分条件

TRSの非循環性は一般に決定不能である14)，13). し

かしながら, 書換え規則が 1つの TRSの非循環性の

決定可能性問題は未解決であると考えられる.

本節では，Bergstra ら2) の手法を一般化し組合せ

子が非循環性を持つための十分条件を与える．この十

分条件を用いて組合せ子 L と O の非循環性を示す.

以下では, 記号 Z を書換え規則 Zx1 · · ·xn→tを持つ

組合せ子とする.

文献2) では，組合せ子 S の非循環性を示すために

基礎 S-項に対して長さと重みを定義している．基礎

Z-項に対する長さと重みを同様に定義する．

定義 3.1 s ∈ CL(Z)とする．sの長さ |s| を次の
ように再帰的に定義する．(1) |Z| = 1, (2) |(st)| =

|s| + |t|. s の重み ‖s‖ を次のように再帰的に定義す
る．(1) ‖Z‖ = 1, (2) ‖(st)‖ = 2‖s‖ + ‖t‖.
定義 3.2 組合せ子 Zの条件を以下のように与える．

(1) Zx1 · · ·xn→t を組合せ子 Z の書換え規則とす

るとき，∀Bi ∈ CL(Z) (i = 1, · · · , n) に対して,
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|ZB1 · · ·Bn| ≤ |t{x1 ← B1, · · · , xn ← Bn}|.
(2) s ≡ C[∆]→C[∆′] ≡ t かつ |s| = |t| (s, t ∈
CL(Z))ならば ‖∆‖ > ‖∆′‖ (ここで ∆は Z-リデッ

クスとする).

表 1の書換え規則を持つ組合せ子 L,O,Sは次のよ

うに定義 3.2の条件を満たす.

組合せ子 L (1) |LB1B2| = 1 + |B1| + |B2| ≤
|B1| + |B2| + |B2| = |B1(B2B2)|.
(2) s→t (s, t ∈ CL(L)) とする．ある B1, B2 ∈
CL(L) に対して，s ≡ C[LB1B2]，t ≡
C[B1(B2B2)] と表される．このとき，|s| = |t|
を満たすならば，B2 ≡ Lが成立することを基礎

L-文脈 C[ ]の構造に関する帰納法により示す.

• C[ ] ≡ 2のとき；s ≡ LB1B2 → B1(B2B2)

≡ t. |s| = 1 + |B1| + |B2| = |B1| + 2|B2|
= |t| より, |B2| = 1, すなわち, B2 ≡ L で

ある.

• C[ ] ≡ (B3C
′[ ])のとき；このとき，s ≡ (B3

C′[LB1B2]) → (B3C
′[B1(B2B2)]) ≡ t. |s|

= |t| から |C′[LB1B2]| = |C′[B1(B2B2)]|.
帰納法の仮定から，B2 ≡ L．

• C[ ] ≡ (C′[ ]B3)のとき；前項と同様．

したがって，任意の B1 ∈ CL(L) に対して，

‖LB1L‖ > ‖B1(LL)‖ を示せばよいが，これは
‖LB1L‖ = 5+2‖B1‖ > 3+2‖B1‖ = ‖B1(LL)‖
より成立する．

組合せ子O (1) |OB1B2| = 1 + |B1| + |B2| ≤
|B2| + |B1| + |B2| = |B2(B1B2)|.
(2) s→t (s, t ∈ CL(O))とする．ある B1, B2 ∈
CL(O) に対して，s ≡ C[OB1B2]，t ≡
C[B2(B1B2)] と表される．このとき，|s| = |t|
を満たすならば，B2 ≡ Oが成立することを基礎

O-文脈 C[ ]の構造に関する帰納法により示す.

• C[ ] ≡ 2のとき；s ≡ OB1B2 → B2(B1B2)

≡ t. |s| = 1 + |B1| + |B2| = |B1| + 2|B2|
= |t| より, |B2| = 1, すなわち, B2 ≡ Oで

ある.

• C[ ] ≡ (B3 C′[ ])のとき；s ≡ (B3 C′[OB1B2])

→ (B3 C′[B2(B1B2)]) ≡ t. |s| = |t| から
|C′ [OB1B2]| = |C′ [B2(B1B2)]|. よって，
帰納法の仮定から, B2 ≡ O．

• C[ ] ≡ (C′[ ]B3)のとき；前項と同様．

したがって，任意の B1 ∈ CL(O) に対して，

‖OB1O‖ > ‖O(B1O)‖ を示せばよいが，これ
は，‖OB1O‖ = 5 + 2‖B1‖ > 3 + 2‖B1‖ =

‖O(B1O)‖より成立する．

組合せ子 S (1) |SB1B2B3| = 1+ |B1|+ |B2|+ |B3|
≤ |B1| + |B3| + |B2| + |B3| = |B1B3(B2B3)|.
(2)組合せ子L,Oの場合と同様にして，すべての

s→t (s, t ∈ CL(S))かつ |s| = |t| を満たす s と

t に対して, s ≡ C[SB1B2S], t ≡ C[B1S(B2S)]

が成立する．さらに, 任意の B1, B2 ∈ CL(S)に

対して，‖SB1B2S‖ = 9 + 4‖B1‖ + 2‖B2‖ >

3 + 4‖B1‖ + 2‖B2‖ = ‖B1S(B2S)‖となる．
補題 3.3 s, t ∈ CL(Z) とする．s→t かつ組合せ

子 Z が定義 3.2の条件を満たすならば，|s| ≤ |t|.
(証明) 組合せ子 Z の書換え→ の定義かつ定義 3.2

(1) より自明. 2

補題 3.4 C[ ]を基礎 Z-文脈とする．このとき ‖s‖
> ‖t‖ならば ‖C[s]‖ > ‖C[t]‖ (ここで s, t ∈ CL(Z)

である)．

(証明) ‖s‖ > ‖t‖ と仮定し基礎 Z-文脈 C[ ] の構造

に関する帰納法により示す．C[ ]≡2 のとき；自明．

C[ ]≡(MC′[ ]) のとき；‖C[s]‖ = 2 ‖M‖ + ‖C′[s]‖,
‖C[t]‖ = 2 ‖M‖ + ‖C′[t]‖. 帰納法の仮定より

‖C′[s]‖ > ‖C′[t]‖．したがって ‖C[s]‖ > ‖C[t]‖.
C[ ]≡(C′[ ]M)のときも同様に示すことができる. 2

次に本節の主定理を示す.

定理 3.5 定義 3.2の条件を満たす組合せ子 Z は,

CL(Z)上で非循環性を持つ.

(証明) 循環書換え M0→M1→M2→· · ·→Mn ≡ M0

(n ≥ 1) が存在すると仮定する．このとき，|M0| =

|Mn|. 補題 3.3 より，|M0| = |M1| = |M2| = · · · =

|Mn|. 定義 3.2 (2) から，Mi ≡ C[∆i]→C[∆′
i+1] ≡

Mi+1 かつ |Mi| = |Mi+1| より ‖∆i‖ > ‖∆′
i+1‖

(i = 0, · · · , n − 1). 補題 3.4 より, ‖M0‖ > ‖M1‖
> ‖M2‖ > · · · > ‖Mn‖ = ‖M0‖. よって矛盾する．
2

補題 3.6 組合せ子 Z がCL(Z,V)上で非循環性を

持つことと CL(Z)上で非循環性を持つことは同値で

ある.

(証明) 組合せ子 Z が CL(Z) 上で循環書換え t→+t

を持つと仮定する. t ∈ CL(Z,V)より, CL(Z,V)上

でも循環書換えを持つ. 組合せ子 Z が CL(Z,V) 上

で循環書換え t→+t を持つと仮定する. V ar(t) =

{x1, · · · , xm} であるとする. 代入 θ = {x1 ←
Z, · · · , xm ← Z} とすると, tθ ∈ CL(Z) であり,

CL(Z)上の循環書換え tθ→+tθ を持つ. 2

したがって, 定理 3.5と補題 3.6 から次の結果が得

られる.

系 3.7 Z ∈ {L,O,S} とする. このとき, 組合せ

子 Z は CL(Z,V)上で非循環性を持つ．
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例 3.8 表 1の書換え規則を持つ組合せ子 Z ∈ {H,

M, W, W1, W∗, W∗∗}はそれぞれ CL(Z,V)上で

次のような循環書換えを持つ.

HHHH → HHHH, MM → MM, WWW →
WWW, W1W1W1 → W1W1W1, W∗ W∗ W∗

W∗ → W∗ W∗ W∗ W∗, W∗∗ W∗∗ W∗∗ W∗∗

W∗∗→ W∗∗ W∗∗ W∗∗ W∗∗ W∗∗.

しかしながら,これらの組合せ子は,次のように定義 3.2

の条件を満たさないから定理 3.5の反例ではない.

• s ≡ C[HB1HB3]→C[B1HB3H] ≡ t かつ |s| =

|t|であるが, ‖HB1HB3‖ = 10 + 4‖B1‖+ ‖B3‖
6> 5 + 8‖B1‖ + 2‖B3‖ = ‖B1HB3H‖ (ここで

B1, B3 ∈ CL(H)である).

• s ≡ C[MM]→C[MM] ≡ t かつ |s| = |t|である
が, ‖MM‖ 6> ‖MM‖.

• s ≡ C[WB1W]→C[B1WW] ≡ t かつ |s| = |t|
であるが, ‖WB1W‖ = 5 + 2‖B1‖ 6> 3 +

4‖B1‖ = ‖B1WW‖ (ここで B1 ∈ CL(W) で

ある).

• s ≡ C[W1W1B2]→C[B2W
1W1] ≡ t かつ

|s| = |t| であるが, ‖W1W1B2‖ = 6 + ‖B2‖ 6>
3 + 4‖B2‖ = ‖B2W

1W1‖ (ここで B2 ∈
CL(W1)である).

• s ≡ C[W∗B1B2W
∗]→C[B1B2W

∗W∗] ≡ t

かつ |s| = |t| であるが, ‖W∗B1B2W
∗‖ =

9 + 4‖B1‖ + 2‖B2‖ 6> 3 + 8‖B1‖ + 4‖B2‖ =

‖B1B2W
∗W∗‖ (ここで B1, B2 ∈ CL(W∗) で

ある).

• s ≡ C[W∗∗ B1 B2 B3 W∗∗] → C[B1 B2

B3 W∗∗ W∗∗] ≡ t かつ |s| = |t| であるが,

‖W∗∗B1B2B3W
∗∗‖ = 17 + 8‖B1‖ + 4‖B2‖ +

2‖B3‖ 6> 3 + 16‖B1‖ + 8‖B2‖ + 4‖B3‖ =

‖B1B2B3W
∗∗W∗∗‖ (ここで B1, B2, B3 ∈

CL(W∗∗)である).

4. 組合せ子 Oの非停止性

前節で示したように，組合せ子 L,O,Sは非循環性

を持つ．組合せ子が停止性を持つならば，非循環性を

持つことは明らかであるため，組合せ子 L,O,Sが停

止性を持たないときに初めて，前節の結果が自明な結

果ではないといえる．

組合せ子 Sが停止性を持たないことは文献1),21) に

より示されている．また，組合せ子 Lが停止性を持た

ないことは文献18),19) により示されている．しかしな

がら, 組合せ子Oの非停止性についてはまだ知られて

いない．そこで，本節では，組合せ子 Oが停止性を

持たないことを示す.

定義 4.1 X0, X1, . . . ∈ CL(O)を次のように帰納

的に定義する．(1) X0 ≡ OO, (2) Xn+1 ≡ OXn．

補題 4.2 任意の自然数 k, n に対して，ある基礎

O-文脈 C[ ]が存在して，XkXn→+C[XnXn+1]を満

たす．

(証明) k に関する帰納法で示す．k = 0 のとき，

X0Xn ≡ OOXn → Xn(OXn) ≡ XnXn+1より明ら

か．k = m + 1 のとき，Xm+1Xn ≡ OXmXn →
Xn(XmXn)．帰納法の仮定より，ある基礎 O-文脈

C′[ ]が存在して，XmXn →+ C′[XnXn+1]が成立す

る．したがって，Xn(XmXn)→+Xn(C′[XnXn+1])．

2

定理 4.3 組合せ子 O は CL(O) 上で停止性を持

たない.

(証明) 補題 4.2を繰り返し用いることにより，次のよ

うな無限書換え列が得られる．

X0X0 →+C0[X0X1]

→+C0[C1[X1X2]]

→+C0[C1[C2[X2X3]]]

→+ · · ·
したがって，組合せ子 O は CL(O) 上で停止性を持

たない. 2

5. 組合せ子Oの非基礎ループ性

書換え規則が 1つの場合でさえ TRSの非ループ性

は，決定不能である10). Middeldorpらの非ループ性

の決定不能性の証明から，書換え規則が 1つの場合で

さえTRSの非基礎ループ性も決定不能である．Wald-

mannは組合せ子 Sの非循環性2) を拡張し, 組合せ子

Sの非基礎ループ性を示し, さらに, 基礎 S-項が正規

形を持つことが決定可能であることを示している21).

本節では, Waldmann が組合せ子 S の非基礎ルー

プ性を示すのに提案した手法21) を適用して組合せ子

Oの非基礎ループ性を示す．

定義 5.1 TRS R(O) のシグネチャ F(R(O)) を

定数 Oと 2引数関数記号 ◦から成る集合とし, TRS

R(O)を次のように定義する：

R(O) = {(O ◦ x) ◦ y→y ◦ (x ◦ y)}.
定義 5.2 次のように定義されるラベル付 TRS

Rn(O) は無限シグネチャF(Rn(O)) = {O, ◦1, ◦2,

· · · , ◦n, ◦n+1, · · · }を持つ (ここで ◦i (1 ≤ i)はラベ

ル付 2引数関数記号である)：

Rn(O) = {(O ◦l x) ◦k y→y ◦k+1 (x ◦k y)|1 ≤ k ≤
n, 1 ≤ l}.
注意：◦n+1 を左辺の根記号とする書換え規則は存
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在しない．また, i ≤ j ならば, Ri(O) ⊆ Rj(O).

補題 5.3 任意の n(≥ 1)に対して, Rn(O)は停止

性を持つ．

(証明) 無限シグネチャF(Rn(O))上の整礎な半順序

>を次のように与える：◦1 > ◦2 > · · · > ◦n > ◦n+1.

このとき再帰経路順序を用いて, Rn(O)の停止性を示

すことができる11). 2

次に, 文献21) に倣って，組合せ子 Oに対する右側

の深さを定義する.

定義 5.4 T (F(R(O)))又はT (F(Rn(O)))におけ

る項の右側の深さ (right depth)を次のように定義

する：dr(O) = 0, dr(X ◦l Y ) = 1 + dr(Y ).

補題 5.5 T (F(Rn(O))) 3 X →Rn(O) Y ならば,

dr(X) ≤ dr(Y )．

(証明) X ≡ C[∆] ≡ C[(O◦lA)◦kB]→∆
Rn(O)C[B◦k+1

(A ◦k B)] ≡ C[∆′] ≡ Y とおき，基礎 O-文脈 C[ ]

の構造に関する帰納法により示す．C[ ] ≡ 2 のと

き；dr(X) = 1 + dr(B)，dr(Y ) = 1 + dr(A ◦k

B) = 2 + dr(B) より明らか．C[ ] ≡ X ′ ◦p D[ ] の

とき；帰納法の仮定より，dr(X) = 1 + dr(D[∆]) ≤
1 + dr(D[∆′]) = dr(Y )．C[ ] ≡ D[ ] ◦p X ′ のとき；

dr(X) = 1 + dr(X
′) = dr(Y )より明らか． 2

定義 5.6 T (F(Rn(O)))\{O}におけるラベル付項
の根記号のラベルを次のように定義する：root(t) ≡ ◦k

のとき, label(t) = k.

定義 5.7 (21)) 次の条件が成立するとき, ラベル付

項 X が無矛盾 (consistent) であるという.

∀X ′ £ X (X ′ 6≡ O) に対して, dr(X
′) ≥ label(X ′).

定義より，無矛盾な項の部分項は明らかに無矛盾

である. また, 以下で示すように，無矛盾性は TRS

Rn(O)における書換えで保存される.

補題 5.8 X (∈ T (F(Rn(O)))) が無矛盾かつ X

→Rn(O) Y ならば, Y は無矛盾である.

(証明) X が無矛盾かつ X ≡ C[∆] ≡ C[(O ◦l A) ◦k

B]→∆
Rn(O)C[B ◦k+1 (A ◦k B)] ≡ C[∆′] ≡ Y とおき，

基礎 O-文脈 C[ ]の構造に関する帰納法により, Y が

無矛盾であることを示す.

• C[ ] ≡ 2 のとき；X の無矛盾性から，部分項

A, B は無矛盾である．よって，dr(A ◦k B) ≥
label(A ◦k B) 及び dr(Y ) ≥ label(Y ) を示せば

十分である．X の無矛盾性から，1 + dr(B) =

dr(X) ≥ label(X) = k．よって，dr(A ◦k B) =

1+dr(B) ≥ k = label(A ◦k B)．また，これを用

いて，dr(Y ) = 2 + dr(B) ≥ k + 1 = label(Y )．

• C[ ] ≡ X ′ ◦p D[ ]のとき；このとき，X ≡ X ′ ◦p

D[∆]の無矛盾性から X ′, D[∆]は無矛盾である．

また，D[∆]は無矛盾かつD[∆]→Rn(O)D[∆′]で

あるから，帰納法の仮定より D[∆′] も無矛盾で

ある. よって，dr(Y ) ≥ label(Y ) を示せば十

分である．今，D[∆]→Rn(O)D[∆′] であるから，

補題 5.5 より dr(D[∆]) ≤ dr(D[∆′])．よって，

dr(Y ) = 1 + dr(D[∆′]) ≥ 1 + dr(D[∆]) =

dr(X) ≥ label(X) = p = label(Y )．

• C[ ] ≡ D[ ]◦p X ′のとき；このとき，X ≡ D[∆]◦p

X ′の無矛盾性からD[∆], X ′は無矛盾である．ま

た，D[∆]は無矛盾かつD[∆]→Rn(O)D[∆′]であ

るから，帰納法の仮定より D[∆′] も無矛盾であ

る. よって，dr(Y ) ≥ label(Y ) を示せば十分で

ある．これは，dr(X) ≥ label(X)より dr(Y ) =

1 + dr(X
′) = dr(X)と label(X) = label(Y )か

ら明らか． 2

定義 5.9 写像 tag : T (F (R (O))) → T (F (Rn

(O)))を, 葉ではない任意の部分項X の根記号 ◦をラ
ベル付記号 ◦dr(X) で置き換えると定義する.

定義 5.10 写像 forget : T (F(Rn(O))) → T

(F(R(O))) を, すべてのラベル付記号 ◦l を ◦ で置
き換えると定義する.

補題 5.11 ある n(≥ 1) に対して, T (F(Rn(O)))

3 X →Rn(O) Y ならば, forget (X) →R(O) forget

(Y ).

(証明) 定義 5.2と定義 5.10より, 自明. 2

補題 5.12 項 X (∈ T (F(R(O)))) とラベル付項

X ′ を考える. forget(X ′) ≡ X →∆
R(O) Y かつX ′ が

無矛盾ならば, X ′→Rdr(∆)(O)Y
′ かつ forget(Y ′) ≡

Y を満たす Y ′ が存在する.

(証明) forget(X ′) ≡ X→∆
R(O)Y より, X ≡

C[∆]→∆
R(O)C[Γ] ≡ Y を満たす基礎O-文脈C[ ]が存

在する. ∆ ≡ (O◦A)◦Bとする. C[∆] ≡ C[(O◦A)◦
B]→∆

R(O)C[B ◦ (A ◦ B)] ≡ C[Γ]. X ′ が無矛盾より,

∀X ′′£X ′ (X ′′ 6≡ O)に対して, dr(X
′′) ≥ label(X ′′).

forget(X ′) ≡ X ≡ C[∆] より, forget(∆′) ≡ ∆ を

満たす ∆′ £ X ′ が存在する. forget(∆′) ≡ ∆ より,

∆′ ≡ (O ◦L1 A′) ◦L2 B′ と表すことができる. 無

矛盾な項の部分項は無矛盾より, ∆′ £ X ′ に対して,

dr(∆
′) ≥ label(∆′). label(∆′) ≤ dr(∆

′) = dr(∆).

L2 = label(∆′) ≤ dr(∆) より, ∆′ は Rdr(∆)(O) の

リデックスである. ∆′ £ X ′ より, X ′ ≡ C′[∆′] か

つ forget(C′[ ]) ≡ C[ ]を満たすラベル付基礎O-文脈

C′[ ] が存在する. Y ′ ≡ C′[B′ ◦L2+1 (A′ ◦L2 B′)]

とすると，X ′ ≡ C′[∆′] ≡ C′[(O ◦L1 A′) ◦L2

B′]→Rdr(∆)(O)C
′[B′ ◦L2+1 (A′ ◦L2 B′)] ≡ Y ′ かつ
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forget(Y ′) ≡ C[B ◦ (A ◦ B)] ≡ Y を満たす. 2

補題 5.13 R(O)上の有限又は無限書換え列 T (F
(R(O))) 3 X1 →∆1

R(O)
X2 →∆2

R(O)
X3 →∆3

R(O)
· · ·

が存在し, 任意の k (≥ 1)に対して，dr(∆k) ≤ nと

仮定する. このとき, X ′
1 ≡ tag(X1) かつ任意の k

(≥ 1) に対して forget(X ′
k) ≡ Xk を満たす Rn(O)

上の有限又は無限書換え列 X ′
1 →Rn(O) X ′

2 →Rn(O)

X ′
3 →Rn(O) · · · が存在する.

(証明)写像 tagと forgetの定義から, forget(X ′
1) ≡

X1. また, X ′
1 は定義より, 無矛盾である. し

たがって, X ′
1→Rn(O)X

′
2→Rn(O) · · ·→Rn(O)X

′
i, 任

意の k (1 ≤ k ≤ i) に対して forget(X ′
k) ≡

Xk かつ X ′
i は無矛盾とするとき, X ′

i→Rn(O)X
′
i+1,

forget(X ′
i+1) ≡ Xi+1 かつ X ′

i+1 は無矛盾を満たす

X ′
i+1 が存在することを示せば十分である. 今, 仮定よ

り, forget(X ′
i) ≡ Xi, Xi→∆i

R(O)Xi+1かつX ′
iが無矛

盾であるから, 補題 5.12 より, X ′
i→Rdr(∆i)

(O)X
′
i+1

かつ forget(X ′
i+1) ≡ Xi+1 を満たす X ′

i+1 が存在す

る. 仮定 dr(∆i) ≤ n より, Rdr(∆i)(O) ⊆ Rn(O).

よって, X ′
i→Rn(O)X

′
i+1. また, X ′

i の無矛盾性と補

題 5.8より, X ′
i+1 は無矛盾である. 2

補題 5.14 R(O)上の無限書換え列 T (F(R(O)))

3 X1 →∆1
R(O) X2 →∆2

R(O) X3 →∆3
R(O) · · · が存在する

と仮定する. このとき, dr(∆k) (k = 1, 2, · · · )は有界
ではない.

(証明) dr(∆k) (k = 1, 2, · · · ) が有界である，すな
わち, 任意の k (≥ 1) に対して, dr(∆k) ≤ n を満

たす n ∈ N が存在すると仮定する．補題 5.13 より,

Rn(O) 上の無限書換え列 X ′
1 →Rn(O) X ′

2 →Rn(O)

X ′
3 →Rn(O) · · · が存在する. しかしながら, 補題 5.3

より, Rn(O)は停止性を持つ. したがって, Rn(O)は

無限書換え列を持たない. よって, 矛盾する. 2

定理 5.15 TRS R(O)は, 非基礎ループ性を持つ.

(証明) 基礎ループ T (F(R(O))) 3 X→+
R(O)

C[X]が

存在すると仮定する. このとき, R(O)上の無限書換え

列X ≡ X1 →∆1
R(O)

X2 →∆2
R(O)

· · · Xn →∆n
R(O)

C[X1]

→∆1
R(O) C[X2] →∆2

R(O) · · · C[Xn] →∆n
R(O) C[C[X1]]

→∆1
R(O)

C[C[X2]] →∆2
R(O)

· · · が得られる. R(O)-リ

デックス ∆k は有限個であるから, dr(∆k) ≤ mを満

たす m ∈ N が存在する (k = 1, 2, · · · , n). これは補

題 5.14に矛盾する. 2

系 5.16 CL(O)は非基礎ループ性を持つ.

補題 5.17 組合せ子 O が CL(O,V) 上で非基礎

ループ性を持つことと CL(O)上で非基礎ループ性を

持つことは同値である.

(証明) 組合せ子 O が CL(O) 上で基礎ループ

t→+C[t] を持つと仮定すると, CL(O,V) 上でも基

礎ループを持つ. 組合せ子 O が CL(O,V) 上で基

礎ループ t→+C[t] を持つと仮定する. V ar(t) =

{x1, · · · , xm} であるとする. 代入 θ = {x1 ←
O, · · · , xm ← O} を考える. このとき, tθ は基礎

O-項であり, CL(O) 上で基礎ループ tθ→+C[t]θ を

持つ. 2

したがって, 系 5.16と補題 5.17 から次の系が得ら

れる.

系 5.18 CL(O,V)は非基礎ループ性を持つ.

6. む す び

本稿では組合せ子 LとOの非循環性を示した．組

合せ子 Lと Oは，Sumllyan17) により提案された比

較的単純な書換え規則を持つ組合せ子であるが，それ

らの非循環性は知られていなかった．また，組合せ子

Oについて，非循環性と関連する性質である非停止性

と非基礎ループ性も示した．これらは組合せ子 L に

ついては従来から知られていたが，組合せ子 Oにつ

いては著者の知る限り従来示されていなかった．

本稿および先行研究の結果を以下の表 2にまとめる．

今後の課題は, 組合せ子 SとOの非ループ性を解析

することである. Waldmannは組合せ子 Sの非ルー

プ性を予想しているが，非基礎ループ性の証明手法が

適用できないと述べており21)，組合せ子 SとOの非

ループ性は未解決である．組合せ子 Oは SIで表すこ

とが可能である. さらに, 書換え規則 Oxy→y(xy)の

右辺 y(xy)の部分項 (xy)と書換え規則 Sxyz→xz(yz)

の右辺 xz(yz)の部分項 (yz) には類似性がある. した

がって, 組合せ子 O の非ループ性の解析手法は組合

せ子 S の非ループ性の解析にも有用であると予想さ

れる.
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