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積分法 (integration) 

 

5.1  不定積分（Indefinite integrals or antiderivatives） 
 

ある区間で定義されている関数 )(xf に対して、この区間のすべての xについて 
 )()(' xfxF =  

が成り立つような関数 )(xF を )(xf の原始関数( primitive function ) という。例えば、
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この他にも
2)( xxf = の原始関数はあるのでしょうか。そんな疑問に次の定理は答えてくれる。 

定理１： )(xF を )(xf の原始関数の一つとすると、 )(xf のすべての原始関数は cxF +)( の形で

与えられる。ただし、 cは任意の定数である。 

)(xf の原始関数全体を )(xf の不定積分( indefinite integral)といい、 ∫ dxxf )( で表す。つまり、 )(xF が

)(xf の原始関数の一つならば、定理１より、 

 ある定数）（ :      )()( ccxFdxxf +=∫  

となる。また、 )(xf の不定積分を求めることを、 )(xf を積分する(integrate)といい、上の式に出てくる定数 cを
積分定数( constant of integration ) という。なお不定積分を求めることができるということは、原始関数を初等関

数だけを用いて表すことができるということである。 

 

原始関数の定義をみると、変数が xであることは特別重要なことではないことに気づく。例えば、関数 )(xf を考

えてみてください。ここで tについての導関数が )()(' tftF = となる関数 )(tF があれば、これは )(tf の原始関

数となり、 

     )()( ctFdttf +=∫  

が成り立つ。このように dxや dtはどの変数について積分したかを表していて、ダミー変数(dummy variable)と呼
ばれる。 

 

ここで、不定積分とは何かが分かったと思うので、次の例題を見てみよう。 

例： ∫ + dxxx )(cos を求めてみよう。 

解： xxxF += cos)(' となる )(xF を求める。 
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また、和の導関数は導関数の和より 
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よって、 

 cxxxF ++=
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次の不定積分を求めるのに有用な基本的な公式をあげておく。これらは右辺を微分することにより確かめること

ができる。 

定理２（積分公式） 
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ここで、積分公式の（１）から（５）までは是非覚えよう。あとのは次に習う積分を用いることにより導くことができるの

で、できれば導き方を学びよう。 

 

積分公式を使って積分をするとき、次の定理は便利である。 

定理３：連続関数 )(),( xgxf において、次の式が成り立つ。 

（１） ∫ ∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf )()()}()({  

（２） ∫∫ = dxxfcdxxcf )()(  

証明：（１） 
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これより、 ∫∫ ± dxxgdxxf )()( は )()( xgxf ± の不定積分である。（２）の証明も同様にできる。 
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例： ∫ + dxxx )sin3( 2
を求めてみよう。 

解： 
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例： ∫ +− dxxx )43( 53
を求めてみよう。 

解： 
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5.2  置換積分法 

不定積分 ∫ dxxf )( を求めるときに、被積分関数 )(xf の原始関数が四則の演算により積分公式の形に直せな

いことがよくある。そんなとき、 dxxf )( の x をある t の関数 )(tφ に置き換えることによる、 dxxf )( を

dtttf )('))(( φφ という。積分公式を用いることにより積分できる形に変形することを置換積分法（integration by 

substitution）という。 

定理４（置換積分法）： )(xf が連続であるとき、 )(tx φ= とおくと、 )(tφ が微分可能であれば、

∫∫ = dtttfdxxf )('))(()( φφ が成り立つ。 

証明： 

∫ = )()( xFdxxf とすると、 )()(' xfxF = である。そこで )(tx φ= とおき、 ))(( tF φ を考えると、 

  

 )('))(()('))(('))(( ttfttFtF
dt
d φφφφφ ==  

となるので、 

 ∫∫ === dxxfxFtFdtttf )()())(()('))(( φφφ  

となる。 
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この定理により、 ∫ dxxf )( を求めるのに、 )(tx φ= とその微分 dttdx )('φ= をもとの式に形式的に代入し、

∫ dtttf )('))(( φφ としてこれを計算すればよいことがわかる。 

例： ∫ +
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xx
x
2
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を求めてみよう。 

解：このままの形では、積分公式のどれも使えないことがわかる。そこで xxt += 2
とおく。すると、

dxxdt )12( += となるので、これを用いて元の不定積分を書き直すと 
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となる。右辺をよくみてください。これは定理２の形でダミー変数 tが用いられている。よって 
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となる。 

 

この例題に用いたテクニックを一般化すると次の公式を得る。 
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例： ∫ + dxxx 12
を求めてみよう 

解： 1+= xt とおくと、 dxdt = 。また 1−= ttx より、 
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例： ∫
−

dx
x

x
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を求めてみよう。 

解： 42 −= xt とおくと、 xdxdt 2= となるので 
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5.3 部分積分法 (integration by parts) 

置換積分法を用いて、かなりの積分が求められるようになった。しかし、 ∫ xdxlog のような単純に思えるものも、

置換積分法では手に負えないのです。実際、 xt log= とおくと
x
dxdt = 。これより、

texxdtdx == , となり、 

∫∫ = dttexdx tlog  

これでは先に進めない。ではどうすればいいか。そこで、置換積分を用いても不定積分が求められないとき、最

後の手段として用いるものに、部分積分法 ( integration by parts) がある。 

定理５（部分積分法）： )(),( xgxf が連続であるとき、次の式が成り立つ。 

       ∫ ∫−= dxxgxfxgxfdxxgxf )()(')()()(')(  

証明： 
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これより、 ∫− dxxgxfxgxf )()(')()( は )(')( xgxf の不定積分となる。 

上の式で、 )(),( xgvxfu == とおくと、次の式が成り立つ。 

 ∫ ∫−= vduuvudv  

 

例：部分積分法を用いて、 ∫ xdxlog を求めてみよう。 

解： 

 dxdvxu == ,log とおくと 
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これより、 ∫= dvv を求めるときは任意の定数 cを無視できる。 
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例： ∫ − xdx1sin を求めてみよう。 

解：まず、 xt 1sin −= とおくと、
22

,sin ππ
<<−= ttx より、 tdtdx cos= 。よって 

 ∫∫ =− tdttxdx cossin 1
 

となり、積分公式を用いて積分できない。そこで、部分積分を用いる。 
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ここで、
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これより、 

 cxxxxdx +−+= −−∫ 211 1sinsin  

 

例： ∫ − dxxe x
を求めてみよう 

解： 

 dxedvxu x−== , とおくと 

 
xedvvdxdu −−=== ∫,  

よって、 

 cexedxeexdxxe xxxxx +−−=−−−= −−−−− ∫∫ )()(  

 


