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第１０章
重積分

重積分の定義(1)
2次元空間(平面)内の有界閉区間(長方形) 𝐽: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑における有界関数𝑓 𝑥, 𝑦 を考える．𝐽の分割Δ: ቊ𝑎 = 𝑥଴< 𝑥ଵ < ⋯ < 𝑥௜ିଵ < 𝑥௜< ⋯ < 𝑥௠ = 𝑏𝑐 = 𝑦଴< 𝑦ଵ < ⋯ < 𝑦௝ିଵ < 𝑦௝< ⋯ < 𝑦௡ = 𝑑
に対して，小区間𝐽௜,௝: 𝑥௜ିଵ ≤ 𝑥 ≤ 𝑥௜, 𝑦௝ିଵ ≤ 𝑦 ≤ 𝑦௝ の対角線の

長さを考え，それらの最大値を Δ で表し，分割Δ のノルムという．
すなわち， Δ = maxଵஸ௜ஸ௠ଵஸ௝ஸ௡ 𝑥௜ −𝑥௜ିଵ ଶ + 𝑦௝ −𝑦௝ିଵ ଶ
である．
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3

各小区間𝐽௜,௝から1点 𝜉௜,௝, 𝜂௜,௝ をとる．点 𝜉௜,௝, 𝜂௜,௝ の𝐽௜,௝からの取り

方がどうであっても，一定の極限値𝑆 = lim୼ →଴ ෍ ෍ 𝑓 𝜉௜,௝, 𝜂௜,௝௠
௜ୀଵ

௡
௝ୀଵ 𝑥௜ −𝑥௜ିଵ 𝑦௝ −𝑦௝ିଵ

が存在するとき，𝑓 𝑥, 𝑦 は𝐽で2重積分可能であるという．また，𝑆をඵ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦୎
で表わし， 𝑓 𝑥, 𝑦 の𝐽における2重積分という．

重積分の定義(2)
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次に𝐷を一般の有界集合とし，𝐷上の有界関数𝑓 𝑥, 𝑦 を考える．𝐷を覆う有界閉区間 𝐽 をとり，𝑓∗ 𝑥, 𝑦 = ቊ𝑓 𝑥, 𝑦0    𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷   𝑥, 𝑦 ∉ 𝐷 
と定義することで，𝑓 𝑥, 𝑦 の定義域𝐷を𝐽 まで拡張した有界関数𝑓∗ 𝑥, 𝑦 を得る．𝑓∗ 𝑥, 𝑦 が有界閉区間 𝐽 において2重積分可能ならば，𝑓 𝑥, 𝑦 は𝐷で2重積分可能であるといい， 𝑓 𝑥, 𝑦 の𝐷における2重

積分を， ඵ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ඵ 𝑓∗ 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦୎஽
によって定義する．このとき， 𝐷を積分域という．

この2重積分に対し，これまで扱ってきた積分を単積分という．

重積分の定義(3)
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𝑓 𝑥, 𝑦 が区間， 𝐽: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑で定義されているとき，𝑦を
固定すると𝑓 𝑥, 𝑦 は𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏における𝑥の関数となるから，それが

積分可能ならば，׬ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥௕௔ が考えられる．

そこで𝑦を変動させてみると׬ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥௕௔ の値は𝑦とともに変わるから，𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑における𝑦の関数と見れる．

これが𝑦の関数として積分可能ならば，׬ ׬ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥௕௔ 𝑑𝑦ௗ௖ が考え

られる．この積分は，׬ 𝑑𝑦ௗ௖ ׬ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥௕௔ で表すことが多い．

同様に，׬ ׬ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦ௗ௖ 𝑑𝑥௕௔ が考えられる．

この積分は，׬ 𝑑𝑥௕௔ ׬ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦ௗ௖ で表すことが多い．

このように単積分を繰り返した形の積分を累次積分という．

累次積分
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Theorem(1)𝑓 𝑥, 𝑦 が連続曲線𝑥 = 𝜑ଵ 𝑦 , 𝑥 = 𝜑ଶ 𝑦  (あるいは，それと
直線 𝑦 = 𝑐, 𝑦 = 𝑑)によって囲まれた有界閉領域𝐷で連続ならばඵ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =஽ න 𝑑𝑦ௗ

௖ න 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥ఝమ ௬
ఝభ ௬(2)𝑓 𝑥, 𝑦 が連続曲線𝑦 = 𝜙ଵ 𝑥 , 𝑦 = 𝜙ଶ 𝑥  (あるいは，それと

直線 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏)によって囲まれた有界閉領域𝐷で連続ならばඵ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =஽ න 𝑑𝑥௕
௔ න 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦థమ ௫

థభ ௫

2重積分の累次積分化
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Theorem𝑓 𝑥, 𝑦 が有界閉領域𝐷で連続で，𝜑 𝑢, 𝑣 , 𝜙 𝑢, 𝑣 が有界閉領域𝐸で連続な偏導関数をもち，変換𝑥 = 𝜑 𝑢, 𝑣 , 𝑦 = 𝜙 𝑢, 𝑣
により𝐷の点 𝑥, 𝑦 が𝐸の点 𝑢, 𝑣 に対応し， 𝐸の内点で，

𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛 𝜕 𝑥, 𝑦𝜕 𝑢, 𝑣 = 𝜕𝑥𝜕𝑢 𝜕𝑥𝜕𝑣𝜕𝑦𝜕𝑢 𝜕𝑦𝜕𝑣 ≠ 0
ならば，ඵ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =஽ ඵ 𝑓 𝜑 𝑢, 𝑣 , 𝜙 𝑢, 𝑣 𝜕 𝑥, 𝑦𝜕 𝑢, 𝑣 𝑑𝑢𝑑𝑣ா

重積分の変数変換
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Corollary
変換が特に，𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃の場合は，

𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛 𝜕 𝑥, 𝑦𝜕 𝑟, 𝜃 = 𝜕𝑥𝜕𝑟 𝜕𝑥𝜕𝜃𝜕𝑦𝜕𝑟 𝜕𝑦𝜕𝜃 = cos 𝜃 −𝑟 sin 𝜃sin 𝜃 𝑟 cos 𝜃 =𝑟 ≠ 0
となる．従って，ඵ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =஽ ඵ 𝑓 𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃  𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃ா

重積分の変数変換
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𝑓௣ 𝑥 = 2𝑥ଶ௣ିଵ𝑒ି௫మ 𝑝 > 0 , 𝑓௤ 𝑦 = 2𝑦ଶ௤ିଵ𝑒ି௬మ 𝑞 > 0 とおく．𝑡 = 𝑥 ଶと変換することにより，𝑑𝑡 = 2𝑥𝑑𝑥となり，

න 𝑓௣ 𝑥 𝑑𝑥 = limఎ→ஶ න 𝑓௣ 𝑥 𝑑𝑥 = limఎ→ஶ න 2𝑥ଶ௣ିଵ𝑒ି௫మ𝑑𝑥ఎ
଴

ఎ
଴

ஶ
଴= limఎ→ஶ න 𝑥ଶ௣ିଶ𝑒ି௫మ2𝑥𝑑𝑥ఎ

଴ = limఎ→ஶ න 𝑥ଶ ௣ିଵ𝑒ି௫మ2𝑥𝑑𝑥ఎ
଴= limఎ→ஶ න 𝑡௣ିଵ𝑒ି௧𝑑𝑡ఎమ

଴ = න 𝑡௣ିଵ𝑒ି௧𝑑𝑡ஶ
଴ = Γ 𝑝

Gamma関数とBeta関数の関係について

以降， න 𝑓௣ 𝑥 𝑑𝑥 =ஶ
଴ Γ 𝑝
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平面の第1象限の部分を𝐷とすると，ඵ 𝑓௣ 𝑥 𝑓௤ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =஽ limఎ→ஶ ඵ 𝑓௣ 𝑥 𝑓௤ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦଴ஸ௫ஸఎ଴ஸ௬ஸఎ
= limఎ→ஶ න 𝑓௣ 𝑥 𝑑𝑥ఎ

଴ න 𝑓௤ 𝑦 𝑑𝑥ఎ
଴ = න 𝑓௣ 𝑥 𝑑𝑥ஶ

଴ න 𝑓௤ 𝑦 𝑑𝑥ஶ
଴= Γ 𝑝 Γ 𝑞

Gamma関数とBeta関数の関係について
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一方，極座標変換を行って計算すると，ඵ 𝑓௣ 𝑥 𝑓௤ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =஽ limఎ→ஶ ඵ 𝑓௣ 𝑥 𝑓௤ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦଴ஸ ௫మା௬మஸఎ଴ஸ௫, ଴ஸ௬= limఎ→ஶ ඵ 2𝑥ଶ௣ିଵ𝑒ି௫మ · 2𝑦ଶ௤ିଵ𝑒ି௬మ𝑑𝑥𝑑𝑦଴ஸ ௫మା௬మஸఎ଴ஸ௫, ଴ஸ௬= limఎ→ஶ ඵ 2𝑟ଶ௣ିଵ cosଶ௣ିଵ 𝜃 𝑒ି௥మ ୡ୭ୱమ ఏ2𝑟ଶ௤ିଵ sinଶ௤ିଵ 𝜃 𝑒ି௥మ ୱ୧୬మ ఏ𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃଴ஸ௥ஸఎ଴ஸఏஸగ/ଶ= limఎ→ஶ ඵ 4𝑟ଶ(௣ା௤)ିଶcosଶ௣ିଵ𝜃 sinଶ௤ିଵ 𝜃 𝑒ି௥మ𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃଴ஸ௥ஸఎ଴ஸఏஸగ/ଶ= න 2𝑟ଶ(௣ା௤)ିଵ𝑒ି௥మ𝑑𝑟ஶ
଴ න 2cosଶ௣ିଵ𝜃sinଶ௤ିଵ𝜃𝑑𝜃గଶ଴

Gamma関数とBeta関数の関係について

極座標変換𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃
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ここで，前式第1項の積分は，න 2𝑟ଶ(௣ା௤)ିଵ𝑒ି௥మ𝑑𝑟ஶ
଴ = න 𝑓௣ା௤ 𝑟 𝑑𝑟ஶ

଴ = Γ 𝑝 + 𝑞
前式第2項の積分は，𝑡 = sinଶ𝜃と変換すると，𝑑𝑡 = 2sin𝜃cos𝜃𝑑𝜃となり，න 2cosଶ௣ିଵ𝜃sinଶ௤ିଵ𝜃𝑑𝜃గଶ଴ = න cosଶ௣ିଶ𝜃sinଶ௤ିଶ𝜃2sin𝜃cos𝜃𝑑𝜃గଶ଴= න cosଶ𝜃 ௣ିଵ sinଶ𝜃 ௤ିଵ2sin𝜃cos𝜃𝑑𝜃గଶ଴= න 1 − sinଶ𝜃 ௣ିଵ sinଶ𝜃 ௤ିଵ2sin𝜃cos𝜃𝑑𝜃గଶ଴= න 1 − 𝑡 ௣ିଵ𝑡௤ିଵ𝑑𝑡ଵ

଴ = 𝐵(𝑝, 𝑞)

Gamma関数とBeta関数の関係について𝑓௣ 𝑥 = 2𝑥ଶ௣ିଵ𝑒ି௫మ 𝑝 > 0

׬ 1 − 𝑡 ௣ିଵ𝑡௤ିଵ𝑑𝑡ଵ଴ はBeta関数と

呼ばれ𝐵(𝑝, 𝑞)で表される．即ち、𝐵(𝑝, 𝑞) = න 1 − 𝑡 ௣ିଵ𝑡௤ିଵ𝑑𝑡ଵ
଴
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以上，まとめると，Γ 𝑝 = න 𝑡௣ିଵ𝑒ି௧𝑑𝑡ஶ
଴ = න 2𝑥ଶ௣ିଵ𝑒ି௫మ𝑑𝑥    𝑝 > 0ஶ

଴𝐵(𝑝, 𝑞) = න 1 − 𝑡 ௣ିଵ𝑡௤ିଵ𝑑𝑡 =ଵ
଴ න 2cosଶ௣ିଵ𝜃sinଶ௤ିଵ𝜃𝑑𝜃  𝑝, 𝑞 > 0గଶ଴Γ 𝑝 Γ 𝑞 = Γ 𝑝 + 𝑞 𝐵 𝑝, 𝑞

従って，Γ 12 ଶ = Γ 1 𝐵 12 , 12 = න 𝑒ି௧𝑑𝑡 න 2𝑑𝜃 = 1 · 𝜋 = 𝜋గଶ଴
ஶ

଴
このことから，ガウス積分の値も分かる．න 𝒆ି𝒙𝟐ஶ

ିஶ 𝒅𝒙 = 𝟐 න 𝒆ି𝒙𝟐ஶ
𝟎 𝒅𝒙 = 𝚪 𝟏𝟐 = 𝝅

Gamma関数とBeta関数の関係について

ガウス積分න 𝒆ି𝒙𝟐ஶ
ିஶ 𝒅𝒙 = 𝝅


