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第８章
定積分の応用
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閉区間 ],[ ba で常に )()( xfxg ≤ のとき， 2 曲線 )(),( xgyxfy == 　  

および 2 直線 bxax == , で囲まれた部分の面積を Aとし定積分で表わし 

てみる． 

 

まず ],[ ba の分割  

 bxxxa n =<<<=∆ 10:  

をとり，各小区間 ],[ 1 ii xx − から任意の点 iξ をとる．ここで底辺 1−− ii xx ， 

高さ )()( ii gf ξξ − の長方形を考え，その和を作ると  

 ( )∑
=

−−−
n

i
iiii xxgf

1
1)()()( ξξ  

ここで分割∆を細かくすると，この和は 

 ( )∫ −=
b

a
dxxgxfA )()(  

に収束し，面積を表わす． 

定積分と面積
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積分による量の計算の原理

定理 実数で測られる量があり、その量またはその量をもつ図形などが、
変数𝑥𝑥の空間にわたって存在するとする。
この量の、小空間 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥 に対応する部分∆𝑆𝑆について、近似式

∆𝑆𝑆 ≅ 𝑓𝑓 𝑥𝑥 ∆𝑥𝑥 (
∆𝑆𝑆
∆𝑥𝑥

≅ 𝑓𝑓 𝑥𝑥 )
が成り立ち、かつこの近似式が∆𝑥𝑥 → 0のとき限りなく正確になるとする。
ここで𝑓𝑓 𝑥𝑥 は 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で連続な関数とする。
このとき、全部の量𝑆𝑆は

𝑆𝑆 = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
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積分による量の計算の原理
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 2,2 −== xyyx 　　  

 

解： 

この図で縦方向の長方形を考えると 2,2 −== xyyx の交点を通る直線 1=x より左側では，長方

形の高さが )( xx −− となり，右側では )2( −− xx となる．よって，求める面積 A は  

 

( )

2
96

2
15

3
14

3
4

]14[2]14[
2
1]14[

2
3

3
4

2
23

2
3
4)2(2

22
3

4

1

4

1

2
2
31

0

2
31

0

=+−+=

−+−−−+=









+−+








=−−+= ∫∫ xxxxdxxxdxxA

 

定積分による面積の計算例( 1)
例：次の曲線で囲まれた図形の面積を求めてみよう
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次に，横方向の長方形を考えると，長方形の高さは求める図形内のすべての 

範囲で 22 yy −+ ，幅は y∆ となり，計算が簡単になる．実際 2,2 −== xyyx  

の交点を求めると， 22 += yy より 0)2)(1(22 =−+=−− yyyy ．よって 

2,1−=y となる．これより求める面積 A は 
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定積分による面積の計算例( 2)
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x 軸に垂直な平面で切ったときの切り口の面積が )(xS となるような空間図形を考える． 

この空間図形の bxa ≤≤ の部分の体積を定積分で表わしてみる． 

 

まず ],[ ba の分割  

 bxxxa n =<<<=∆ 10:  

をとり，各小区間 ],[ 1 ii xx − から任意の点 iξ をとる．この図形の ii xxx ≤≤−1 の部分を底 

面積 )( iS ξ ，高さ 1−− ii xx で置き換えて，その体積の和を作ると， 

 ∑
=

−−
n

i
iii xxS

1
1))((ξ  

ここで分割∆を細かくすると，この和は  

 ∫=
b

a
dxxSV )(  

に収束する．  

定積分と体積
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例：放物線
2)2( −= xy と x 軸， y 軸とが囲む部分を x 軸のまわりに回転してできる立体の体積V を

求めよ。 

 

  

 

解： 
2)( yxS π= なので，求める体積V は  
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定積分による体積の計算例
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曲線の長さ

この近似式は∆𝑥𝑥 → 0のとき限りなく正確にする。
よって定理により、求める長さLは

𝐿𝐿 = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
1 + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)2 𝑑𝑑𝑥𝑥
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曲線の長さ
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