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第４ 章
微分法の応用
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平均値の定理

 ロールの定理

𝑓𝑓 𝑥𝑥 は 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で連続、 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で微分可能であって、
𝑓𝑓 𝑎𝑎 = 𝑓𝑓 𝑏𝑏 = 0ならば、𝑓𝑓′(c)=0 (a<b<c)
を満たすcが少なくとも1つ存在する。
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平均値の定理

 平均値の定理

 図形的な意味

𝑓𝑓 𝑥𝑥 は 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で連続、 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で微分可能とする。このとき

（1） 𝑓𝑓 𝑏𝑏 −𝑓𝑓(𝑎𝑎)
𝑏𝑏−𝑎𝑎

= 𝑓𝑓′ c (a < c < b)
すなわち
(2) 𝑓𝑓 𝑏𝑏 = 𝑓𝑓 𝑎𝑎 + 𝑓𝑓′(c) 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 (𝑎𝑎 < 𝑏𝑏 < 𝑐𝑐)
を満たすcがすくなくとも１つ存在する

この2点の中間で
PQと並行な接線が
引けるということ
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平均値定理の証明
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不定形の極限値
定理（l’Hospitalの定理)： の不定形の極限値

であっても， が存在する

ときは，

の不定形の極限値

であっても， が存

在するときは，

0
0

0)(lim,0)(lim ==
→→

xgxf
axax )(

)(lim
xg
xf

ax ′
′

→

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax ′
′

=
→→

∞
∞

−∞∞=−∞∞=
→→

,)(lim,,)(lim xgxf
axax )(

)(lim
xg
xf

ax ′
′

→

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax ′
′

=
→→

ax→
lim

∞→x
lim

−∞→x
lim定理1,2は が や であっても成り立つ

これは強力!!
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不定形の極限値の計算例
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関数の多項式による表現
定理 （Maclaurin(マクローリン）の定理）

級の関数 及び2点 に対して、

をみたす が、2点 の間に存在する。

を剰余項という。
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級数
数列 が与えられたとき， の和の形に書

かれた を考え，それを級数と呼ぶ．

を，その級数の第n項という．

級数 は， のように表現される．

ここで， とおき， を級数 の第n部分和という．

部分和の作る数列 が へ収束するとき，級数 は

へ収束するといい， をその級数の和という．

このことを，記号

または，

で表わす．

級数 が収束しないときは，発散するという．
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級数の例( 1)
数列 を考えると，

となっている．この級数を考えると，

である．この級数の第n項は，もちろん である．

第n部分和は， である．

従って，部分和の作る数列

を考えると，

従って，級数 は へ収束する
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級数の例( 2)

同じく，数列 を考えると，

となっている．この級数を考えると，

である．

この級数は調和級数として知られており，実は，発散する
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整級数(ベキ級数)
の代わりに関数 を考えれば，関数項級数と呼ばれる

が得られる．区間 の各点 で級数 が収束するとき，関

数項級数 は で収束するという． の各点 で発散する

ときは， で発散するという．

（ は定数）の形の関数項級数

を整級数またはベキ級数という．

の場合の整級数は，

の形となる．
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Tayl or展開
定理

が原点0を含む区間 で 級の関数であるとき，Maclaurin
の定理における剰余項 が の各点 で

を満たしていれば， は で，

ように整級数に展開される．

特に， の全ての点 に対して

となるような定数 が存在する場合は が満たされ の展開

が可能である． の右辺を の まわりのTaylor展開という．
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のTayl or展開xsin
とおくと， は で 級の関数である．ま

た， に対して，

従って，

特に，

従って，定理4よりTaylor展開可能で，
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主要な関数のTayl or展開
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関数の値の変化

定理 𝑓𝑓 𝑥𝑥 は 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で連続、 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で微分可能とする。このとき
𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で常に𝑓𝑓′ 𝑥𝑥 > 0ならば、𝑓𝑓 𝑥𝑥 は 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で増加であり、
𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で常に𝑓𝑓′ 𝑥𝑥 < 0ならば、𝑓𝑓 𝑥𝑥 は 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で減少である。

 関数の増減
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関数の値の変化

 極大・極小
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関数の値の変化

 極値の必要条件

定理 𝑓𝑓 𝑥𝑥 が𝑥𝑥 =
𝑐𝑐で極値をとり、そこで微分可能ならば、

𝑓𝑓′(𝑐𝑐) = 0

しかし、この条件は十分条件ではない
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関数の値の変化

 極値の判定(1)

 極値の判定（２）
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関数の値の変化
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関数の値の変化
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曲線の概形
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極座標

直交座標と極座標の関係

�
𝑥𝑥 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑦𝑦 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

または
�

𝑟𝑟 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 =
𝑥𝑥
𝑟𝑟

, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 =
𝑦𝑦
𝑟𝑟
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極方程式
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